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Glava 1

Iskazni racun

1.1 Iskazi

Definicija 1.1. U matematickoj logici se pod iskazom podrazumeva
recenica koja ima samo jednu istinitosnu vrednost, odnosno recCenica ko-
ja je ili ta¢na (istinita) ili neta¢na (lazna).

Primer 1.1. Razmotrimo sledece recenice:
(i) Dva i dva su Cetiri (2 + 2 = 4).

(ii) Dvaidva su tri (2 + 2 = 3).

)
)
(iii) Koliko je sati?
(iv) Danas je petak.
) @

(v

Recenice [(1)] i su primeri iskaza, pri ¢emu je prva tacan, a druga
netacan iskaz.

Recenica uopste ne tvrdi nesto Sto bi moglo da bude ta¢no ili ne-
tacno, pa ne moze biti iskaz
zavisi od dana kada je reCenica saopstena. Ako je recenica saopstena
28. oktobra 2016. godine po gregorijanskom kalendaru, u tom trenutku je
ona istinita; medutim, ako se ista recenica saopsti 29. oktobra 2016. godine
po gregorijanskom kalendaru, onda je ona lazna. Ocigledno je da njena isti-
nitosna vrednost zavisi od toga $ta se u datom trenutku podrazumeva pod
re¢ju ,,Danas”. Ukoliko se znacenje re¢i ,,Danas” fiksira na ta¢no odredeni
datum po gregorijanskom (ili bilo kom drugom) kalendaru, predstavlja
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4 GLAVA 1. ISKAZNI RACUN

iskaz. Medutim, u opStem slucaju reéenica nije iskaz jer nema uvek istu
istinitosnu vrednost, ve¢ je nekad ta¢na, a nekad ne.

Slican zaklju¢ak moze da se donese i u slu¢aju recenice , tj. u opStem
slu¢aju njena istinitosna vrednost zavisi od vrednosti promenljive = i rece-
nica bi¢e tacan iskaz samo kada x uzme vrednost 5. &

Pojedinacni iskazi se skra¢eno oznacavaju pomocu iskaznih slova, t;j.
malih latini¢nih slova engleske abecede: p,q, 7. ..

Definicija 1.2. Oznake mogu¢ih istinitosnih vrednostisu T (istina, tacno)
i L (laz, netatno). Vrednosti T i L tretiramo kao specijalne iskaze koje jos
nazivamo iskaznim konstantama: T kao iskaz koji je uvek tacan i 1 kao
iskaz koji je uvek netacan.

Definicija 1.3. Istinitosna vrednost iskaza p se oznacava sa 7(p). Zapis
7(p) = T oznacava da je iskaz p tacan, dok zapis 7(p) = L oznacava da je
iskaz p netacan.

Primer 1.2. Primetimo da se simboli T i L sada koriste u dva znacenja,
Sto se najbolje vidi iz jednakosti [L.1]

(M) =T,7(L)=1 (1.1)

U paru jednakosti ([1.1)) se simboli T i L tretiraju u okviru zagrada kao
iskazi (iskazne konstante), a sa desne strane znaka jednakosti kao istinitosne
vrednosti. <

Primer 1.3. Razmotrimo sledeée iskaze:

p: Beograd je glavni grad Srbije 1.1.2015. godine po gregorijanskom ka-
lendaru.

q: Buenos Aires je glavni grad Argentine 1.1.2015. godine po gregorijan-
skom kalendaru.

r: Sidnej je glavni grad Australije 1.1.2015. godine po gregorijanskom
kalendaru.

Koristeéi uvedene oznake mozemo zapisati:

T(p)=T, 7(q) =T, 7(r) = L.
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1.2 SlozZeni iskazi

Primenom operacija nad iskazima dobijaju se slozeni iskazi. Razmo-
tricemo nekoliko najvaznijih operacija nad iskazima: negaciju, konjunkciju,
disjunkciju, ekskluzivnu disjunkciju, implikaciju i ekvivalenciju.

Negacija iskaza

Negacija iskaza (u oznaci —) je unarna operacija, tj. preslikavanje koje
iskaz p preslikava u iskaz —p. Negacija iskaza p, u oznaci —p, je tacan iskaz
ako i samo ako je iskaz p netac¢an. Prema tome, iskaz —p je netacan ako i sa-
mo ako je iskaz p tacan. Za iskaze p i —p se jos kaze da su komplementarni
ili suprotni iskazi.

Primer 1.4. Ako je p oznaka za iskaz ,,Sidnej je glavni grad Australije
2015. godine po gregorijanskom kalendaru”, tada je —p oznaka za iskaz ,,Sid-
nej nije glavni grad Australije 2015. godine po gregorijanskom kalendaru”.
Iskaz p je netacCan, a iskaz —p je tacan. &

Konjunkcija iskaza

Definicija 1.4. Konjunkcija iskaza (u oznaci A) je binarna operacija nad
iskazima, tj. preslikavanje koje paru iskaza (p,q) pridruzuje iskaz p A q. Izraz
p A q se Cita ,,p i q”. Konjunkcija iskaza p i ¢, u oznaci p A g, je tacan iskaz
ako i samo ako su oba iskaza p i ¢ tacna. Prema tome, iskaz p A ¢ je netacan
ako i samo ako je bar jedan od iskaza p i ¢ netacan.

Konjunkcija se koristi u matematici i programiranju kako bi se zadao
slozeni uslov koji je ispunjen jedino ako su ispunjeni svi uslovi od kojih se
sastoji.

Primer 1.5. Da bi student poloZio ispit Baze podataka (u daljem tekstu:
BP) mora da ispuni svaki od sledec¢ih uslova:

p: Student je polozio prakti¢ni deo ispita BP (SQL) ako je osvojio bar
11 poena;

q: Student je polozio pismeni deo ispita BP ako je osvojio bar 15 poena;

r: Ukupan broj poena koji je student osvojio na svim predispitnim i
ispitnim obavezama u okviru BP je najmanje 51.

Prema tome iskaz ,,Student je polozio ispit iz BP” moze da se formulise
kao konjunkcija iskaza p A g A 7. &
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Disjunkcija iskaza

Definicija 1.5. Disjunkcija iskaza (u oznaci v) je binarna operacija nad
iskazima, tj. preslikavanje koje paru iskaza (p,q) pridruzuje iskaz p v q. Izraz
p Vv q se c¢ita ,p ili ¢”. Disjunkcija iskaza p i ¢, u oznaci p v ¢, je tacan iskaz
ako i samo ako je bar jedan od iskaza p i ¢ tacan. Prema tome, iskaz p v ¢
je netacan ako i samo ako su oba iskaza p i ¢ netacna.

Operacija disjunkcije se jo§ naziva inkluzivnom disjunkcijom posto
se u definiciji dozvoljava da je disjunkcija dva iskaza tac¢na i u slucaju kada
su oba iskaza tac¢na.

Disjunkcija se koristi u matematici i programiranju kako bi se zadao
slozeni uslov koji je ispunjen jedino ako je ispunjen bar jedan od uslova koji
ga sacinjavaju.

Primer 1.6. Godina je prestupna po gregorijanskom kalendaru ako je
ispunjen barem jedan od sledec¢ih uslova:

(a) Ako poslednje dve cifre godine nisu nule, tj. ako godina nije deljiva
brojem 100, a jeste deljiva brojem 4, onda je ona prestupna. Tako su
1996, 2004, 2012, 2016. primeri prestupnih godina, dok 1997, 1999,
2001, 2015 to nisu.

(b) Ako poslednje dve cifre godine jesu nule, tj. ako je godina deljiva
brojem 100, bi¢e prestupna jedino ako je deljiva i sa 400. Odnosno,
ako obrisemo dve poslednje nule i dobijeni broj je deljiv sa 4, godina
¢e biti prestupna. Tako su 1700, 1800 i 1900. primeri godina koje nisu
prestupne, dok 2000. godina jeste prestupna.

Ako definisemo iskaze:
p: Godina je deljiva sa 100;
¢: Godina je deljiva sa 4;
r: Godina je deljiva sa 400.

tada se uslov [(a)] moze formulisati kao slozeni iskaz —p A ¢, a uslov [(b)| kao
iskaz r. Na osnovu toga se iskaz ,,Godina je prestupna” moze predstaviti kao
disjunkcija iskaza ,,Godina nije deljiva sa 100 i jeste deljiva sa 4” (—p A ¢q) i
iskaza ,,Godina je deljiva sa 400” (r), odnosno iskaz ,Godina je prestupna”
jeiskaz (—p A q) v T.

Primetimo da iskazi p i 7 ne mogu nezavisno jedan od drugog da uzimaju
proizvoljne vrednosti. Naime, kada je tac¢an iskaz r, bice tacan i iskaz p jer
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je svaki broj deljiv sa 400 istovremeno deljiv i sa 100. Takode, ako je iskaz

p netacan, bi¢e netacan i iskaz r, jer nijedan broj nedeljiv sa 100 nije deljiv
ni sa 400. %

Ekskluzivna disjunkcija iskaza

Definicija 1.6. Ekskluzivna disjunkcija iskaza (u oznakama v, @) je bi-
narna operacija nad iskazima, tj. preslikavanje koje paru iskaza (p,q) pri-
druzuje iskaz p v q. Izraz p v ¢ se ¢ita ,,ili p ili ¢”. Ekskluzivna disjunkcija is-
kaza

pigq, uoznacip v q, je tacan iskaz ako i samo ako se iskazi p i ¢ medusobno
razlikuju po istinitosnoj vrednosti. Prema tome, iskaz p v ¢ je netacan ako
i samo ako iskazi p i ¢ imaju istu istinitosnu vrednost, odnosno ako su ili
oba tacna ili oba neta¢na iskaza.

Primer 1.7. Ako razmotrimo ponovo Primer posto godina ne moze
biti istovremena i deljiva sa 400 i nedeljiva sa 100, iskaz ,,Godina je pre-
stupna” se moze predstaviti kao ekskluzivna disjunkcija iskaza ,,Godina nije
deljiva sa 100 i jeste deljiva sa 4" (—p A q) i iskaza ,,Godina je deljiva sa
400” (1), odnosno iskaz ,,Godina je prestupna”’ odgovara iskazu (—p A q) v r.
Takode, vazi ista napomena o medusobnoj zavisnosti iskaza p i r u pogledu
njihove istinitosne vrednosti. &

Implikacija iskaza

Definicija 1.7. Implikacija iskaza (u oznaci =) je binarna operacija nad
iskazima, tj. preslikavanje koje paru iskaza (p,q) pridruzuje iskaz p = q.
Izraz p = q se cita ,,ako p onda ¢” ili ,iz p sledi ¢”. Implikacija iskaza
pig, uoznaci p = ¢, je tacan iskaz ako i samo ako je iskaz p netacan ili
ako je iskaz ¢ tacan. Prema tome, iskaz p = ¢ je netacan ako i samo ako je
istovremeno iskaz p tacan, a iskaz ¢ netacan.

Primer 1.8. Napomena iz Primera [1.6| o zavisnosti izmedu istinitosne
vrednosti iskaza p i r se moze izraziti implikacijom r = p, tj. ,Ako je
godina deljiva sa 400, onda je godina deljiva sa 100”. Primetimo da je, zbog
definicije implikacije, iskaz r = p uvek tacan. Naime, ako je godina deljiva
sa 400, bic¢e deljiva i sa 100, pa ¢e oba iskaza p i r biti ta¢na, a time i
implikacija r = p. Ako godina nije deljiva sa 400, onda ¢e iskaz r biti
netacan, pa ¢e po definiciji implikacija r = p biti ta¢na. %
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Ekvivalencija iskaza

Definicija 1.8. Ekvivalencija iskaza (u oznaci <) je binarna operacija
nad iskazima, tj. preslikavanje koje paru iskaza (p,q) pridruzuje iskaz p < q.
Izraz p < ¢ se ¢ita ,.p ekvivalentno ¢” ili ,,p ako i samo ako ¢”. Iskaz p < ¢
je tacan ako i samo ako iskazi p i ¢ imaju istu istinitosnu vrednost, odnosno
ako su ili oba tacna ili oba neta¢na iskaza. Prema tome, iskaz p < q je
netacan ako i samo ako se iskazi p i ¢ medusobno razlikuju po istinitosnoj
vrednosti.

Definicija 1.9. Za dva iskaza kazemo da su ekvivalentna ako imaju istu
istinitosnu vrednost.

Iz definicije neposredno sledi da su iskazi p i ¢ ekvivalentni ako i
samo ako je iskaz p < ¢ tacan.

Primer 1.9. Primetimo da su ekvivalencija i ekskluzivna disjunkcija dva
proizvoljna iskaza p i ¢ uvek komplementarni iskazi. Naime, ako su p i ¢ iste
istinitosne vrednosti, p < ¢ je tacan, a p v ¢ je netacan iskaz. Ako su pak
p i q razli¢ite istinitosne vrednosti, p < ¢ je netacan, a p v ¢ je tacan iskaz.
Odatle odmah zaklju¢ujemo da su (p < ¢) i —(p v q) ekvivalentni iskazi.
Takode, —(p < q) i (p ¥ q) su ekvivalentni iskazi. O

Primer 1.10. Iz definicija operacija sa iskazima se neposredno provera-
va da su sledeéi iskazi tacni za proizvoljne iskaze p, ¢ i r, odnosno da su
odgovarajuce leve i desne strane sledecih iskaza ekvivalentni iskazi:

——p < p (dvostruka negacija)

(p A q) < (¢ A p) (komutativni zakon za konjunkciju)

(p v q) < (qvp) (komutativni zakon za disjunkciju)

(pxq) < (qxp) (komutativni zakon za ekskluzivnu disjunkciju)

(p < q) < (¢ & p) (komutativni zakon za ekvivalenciju) &

Primer 1.11. U Primeru nije navedena formula sa nazivom , komu-
tativni zakon za implikaciju” jer takav zakon ne postoji (ne vazi), odnosno
u opstem slucaju iskazi (p = ¢) i (¢ = p) nisu ekvivalentni. Preciznije, ako
iskazna slova p i ¢ imaju razli¢ite vrednosti, tada ¢e jedan od iskaza (p = q)
i (¢ = p) biti tacan (L = T =T), a jedan netacan (T = L = 1) iu tom
slu¢aju nece biti ekvivalentni. &

Primer 1.12. Iskazi iz Primera [1.6] 1 (=pAq)vri(—=pAgq)xr, su
ekvivalentni ako se iskazi p, ¢ i r definiSu na sledeéi nacin:

p: Godina je deljiva sa 100;
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q: Godina je deljiva sa 4;
r: Godina je deljiva sa 400.

Stavige, oba iskaza (—p A ¢) v 7 i (=p A ¢) x 7 ¢e u tom slucaju biti
ekvivalentna iskazu ,,Godina je prestupna”.

Medutim, u op$tem slu¢aju, ako su p, ¢ i r proizvoljni iskazi, (—pAg)vri
(—pAq) x 7, nisu ekvivalentni. Naime, akoje 7(p) = L, 7(¢) = Ti7t(r) =T,
tadaje 7((—paq)vr) = T,a7((—paq) 1) = Ljerjet(—paq) = 7(r) = T.

Razlog za neekvivalentnost iskaza (—p A ¢) v 71 (=p A q) ¥ 7 u opsStem
sluc¢aju je posledica ¢injenice da u opsStem slu¢aju » = p ne mora biti tacan
(v. Primer [1.8)), a za vrednosti 7(p) = L, 7(¢) = T i 7(r) = T i nije.

Ako iskazu ,,Godina je prestupna’ pridruzimo ,,popravljene” iskaze
(mpArq)vr)an(r=p1i({(—-pAqgxr)(r= p),tada se moze po-
kazati da su ti iskazi ekvivalentni za sve istinitosne vrednosti iskaznih slova

p, ¢ ir (v. Primer|1.17). o

,Lenje izra¢unavanje” istinitosne vrednosti iskaza

U pojedinim slu¢ajevima se istinitosna vrednost rezultata binarne ope-
racije nad iskazima p i ¢ moZe izracunati ako se poznaje samo istinitosna
vrednost jednog od ta dva iskaza.

Konjunkcija. Ako je jedan od iskaza p i ¢ netac¢an, vrednost drugog je
nebitna, posto ¢ée p A ¢ svakako biti netacan iskaz: pA L =1 A qg= L.

Ako je pak jedan od iskaza p i ¢ ta¢an, vrednost konjunkcije je jednaka
vrednosti drugog iskaza: p A T = p, odnosno T A ¢ = q.

Disjunkcija. Ako je jedan od iskaza p i ¢ tacan, vrednost drugog je ne-
bitna, posto ¢e p v ¢ svakako biti tacan iskaz: pv T =T vg=T.

Ako je pak jedan od iskaza p i ¢ neta¢an, vrednost disjunkcije je jednaka
vrednosti drugog iskaza: p v L = p, odnosno 1 v q = gq.

Ekskluzivna disjunkcija. Ako je jedan od iskaza p i ¢ tacan, vrednost
ekskluzivne disjunkcije je jednaka negaciji drugog iskaza: px T = —p, od-
nosno [ v q = —q.

Ako je pak jedan od iskaza p i ¢ netac¢an, vrednost ekskluzivne disjunkcije
je jednaka vrednosti drugog iskaza: p v 1 = p, odnosno | v g = q.
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Implikacija. Ako je iskaz p tacan, vrednost iskaza p = ¢ je jednaka
vrednosti iskaza ¢: T = ¢ = q.

Ako je iskaz p netacan, vrednost iskaza ¢ je nebitna, posto ée p = ¢
svakako biti tacan iskaz: | = ¢ =T.

Ako je iskaz ¢ tacan, vrednost iskaza p je nebitna, posto ée p = ¢ svakako
biti tacan iskaz: p= T = T.

Ako je iskaz ¢ netacan, vrednost iskaza p = ¢ je jednaka negaciji iskaza p:
p=1=-p.

Ekvivalencija. Ako je jedan od iskaza p i ¢ tatan, vrednost ekvivalencije
je jednaka vrednosti drugog iskaza: p < T = p, odnosno T < ¢ = q.

Ako je pak jedan od iskaza p i ¢ netac¢an, vrednost ekvivalencije je jed-
naka vrednosti negaciji drugog iskaza: p <& 1 = —p, odnosno | < ¢ = —q.

1.3 Binarna Bulova algebra

Ideja iza binarne Bulove algebre je da se operacije sa iskazima i is-
pitivanje njihove istinitosti svedu na algebarski rac¢un nalik uobi¢ajenim
racunskim radnjama sa brojevima. U tom smislu je dovoljno posmatrati
dve vrednosti, ta¢no (istina) i neta¢no (laz), i definisati operacije nad tim
vrednostima koje odgovaraju operacijama nad iskazima.

Definicija 1.10. Binarna Bulova algebra je skup {T, L} na kome su defi-

nisane unarna operacija — i binarne operacije A, v, v, =, < (Tabela|l.1]):

‘ﬁ /\‘TJ_ V‘TJ_ M‘TJ_ :>‘TJ_ (:)‘TJ_
T L T T L TIT T TIL T T T L T T L

T 4L L LyT L LT L LT T 1L T

Tabela 1.1: Definicija operacija nad binarnom Bulovom algebrom

Ovde treba primetiti da koristimo iste oznake za operacije pomocu kojih
se konstruiSu sloZeni iskazi (negacija, konjunkcija, disjunkcija, ekskluzivna
disjunkcija, implikacija, ekvivalencija) kao i za operacije binarne Bulove al-
gebre (—, A, v, v, =, ). Iz konteksta je jasno kada, na primer, A oznacava
konjunkciju iskaza, a kada operaciju binarne Bulove algebre, te zato ne¢emo
uvoditi posebne oznake da oznacimo ove dve razli¢ite operacije.
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Prioritet operacija u binarnoj Bulovoj algebri

Primer 1.13. Redosled primene operacija binarne Bulove algebre utice
na rezultat izracunavanja pojedinih izraza. Naime, izraz | A T = | moze
da se interpretira na dva nacina:

(a) (LAT)=1l=1=1=T,;
b) IA(T=1)=1LA1l=1. &

Primer ilustruje potrebu da se uvede prioritet operacija kako bi
se svaki izraz nad binarnom Bulovom algebrom interpretirao iskljuc¢ivo na
jedan jedini nacin. Isto vazi i za operacije nad iskazima. U praksi se koristi
nekoliko definicija prioriteta logic¢kih operacija, pri ¢emu je glavna razlika
u tome da li svaka operacija ima poseban prioritet ili se dozvoljava da
pojedine operacije imaju isti prioritet. Za sve definicije je zajednicko da
se zagradama zaobilazi prioritet i da se u sluc¢aju istog prioriteta operacija
izracunavanje vrsi sleva nadesno. Ovde ¢emo koristiti drugi pristup po kome
prioritet opada na sledeéi nacin:

1. — ima najvedi prioritet;

2. slede operacije A, v, v koje imaju medusobno isti prioritet, ali nizi u
odnosu na —;

3. najmanji (medusobno isti) prioritet imaju operacije = i <.

Primer 1.14. Na osnovu definicije prioriteta iskaznih operacija izraz iz
Primera [1.13] se interpretira na samo jedan nacin i to kao L A T = 1 =
(LAT)=1l=1=1=T. &

,Lenje izra¢unavanje”’ u binarnoj Bulovoj algebri

Sva pravila koja smo naveli u pododeljku odnose se i na binarnu
Bulovu algebru. Ako je x € {T,1}, tada vazi

csAl=1lArz=_1 AT =TArzx=x rTAT=x xA—-T=1
rvIi=Tvae=T rvlil=_1lvzx=ux rvr=x xTV-or=1
svl =Tvr=—r zvl=1lvr==z rvrx=1 xv—-x=T
r=1=-x l=2=T r=r=1 r= o=
r=T1T=T T=zr=ux = =2

re T =Tor=2 rol=1ler=—12 z22=1 & —1x=_1
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Algebarska notacija u binarnoj Bulovoj algebri

U racunarstvu posebno mesto medu iskaznim operacijama imaju ne-
gacija, konjunkcija i disjunkcija koje imaju posebne oznake, kao i iskazne
konstante (Tabela . Ova notacija isti¢e moguénost racunanja sa istini-
tosnim vrednostima iskaza i odgovara notaciji koja se koristi u algebri za
sabiranje i mnozenje, pa se jos naziva algebarskom notacijom.

Iskazni racun | L | T | —p P Aq pVqglpeqlpyq
Racunarstvo | 0 | 1| p |p-q (ilisamopq) |p+q|p=q |pBq

Tabela 1.2: Oznake iskaznih konstanti i veznika u ra¢unarstvu (algebarska
notacija)

,Lenje izraCunavanje” (algebarska notacija)

Pravila lenjeg izracunavanja za konjunkciju, disjunkciju i ekskluzivnu
disjunkciju u binarnoj Bulovoj algebri mogu da se zapiSu i primenom oznaka
koje se koriste u ra¢unarstvu, odnosno algebarskom notacijom. Ako je x €
{0,1}, tada vazi

r-0=0-2=0 rz-l=1z=x r-x=x x-x=T-x=0
z+1l=1+2=1 24+40=0+2=2 z2+ax=2 z+x=T+x=1
tPl=1xz=2 20=0fz=2 2x=0 zzpr=xRxr=1
r=l=1l=2r=1 2=0=0=0r=2 z=ox=1 z=x=r=2x=0

Prioritet iskaznih operacija (algebarska notacija)

U ra¢unarstvu se prioritet iskaznih operacija definiSe na razli¢ite nacine,
ukljucujuéi i definiciju datu u pododeljku [Prioritet operacija u binarnoj|
IBulovoj algebri] str. U slucaju algebarske notacije, pogodno je preciznije
definisati prioritet operacija u binarnoj Bulovoj algebri kako bi se zapis
pojednostavio izostavljanjem zagrada. U tom smislu, kada budemo koristili
algebarsku notaciju podrazumevacemo da prioritet opada na slede¢i nacin:

1. — ima najveci prioritet;

2. potom operacija - ima najveci prioritet;
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3. @ uobiajeno ima prioritet ne visi od - i ne nizi od + (u nekim pro-
gramskim jezicima je izmedu - i +);

4. + ima nizi prioritet u odnosu na -;

5. implikacija i ekvivalencija (=) se ne koriste direktno, ali svakako imaju
najmanji prioritet.

1.4 Iskazne formule
Definicija 1.11. Skup iskaznih formula (u oznaci F) se definige na sledeci
nacin:

(1) Iskazne konstante T i L su iskazne formule, tj. T,L e F.

(2) Iskazna slova p, g, r... su iskazne formule, tj. skup svih iskaznih slova
{p,q,r,...} < F.

(3) Ako su Fj i Fy iskazne formule, tada su i iskazne formule i

(3a) F1 A Fy (tj. F1 A Fy € F),
(3b) B v B (tj. Fi v Fy e F),
(3c) Fix Fy (tj. Fi v Fy e F),
(3d) Fy = Fy (tj. Fy = Fye F),
(3e) Fi1 < I, (tj. Fi & Fre F).

(4) Ako je F iskazna formula, tada je i —F iskazna formula (tj. —=F € F).
(5) Ako je F iskazna formula, tada je i (F) iskazna formula (tj. (F') € F).

(6) Svaka iskazna formula se gradi kona¢nom primenom pravila

tj. nista osim |(1)H(5)| nije iskazna formula.

Definicija 1.12. Drvo iskazne formule I’ se definiSe u skladu sa definici-
jom iskazne formule:

(1) Ako je iskazna formula F iskazna konstanta (T ili L), tada se drvo
iskazne formule F' svodi na jedan ¢vor (koren drveta) oznafen tom
formulom.

(2) Ako je iskazna formula F iskazno slovo (p, ¢, r...), tada se drvo
iskazne formule F' svodi na jedan ¢vor (koren drveta) oznafen tom
formulom.
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(3)

Ako je formula F' nekog od oblika:
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gde su F} i Fy iskazne formule, tada se drvo iskazne formule F' formira
tako Sto koren drveta iskazne formule F) i koren drveta iskazne for-
mule F, postaju redom levo i desno dete posebnog ¢vora oznacenog
formulom F' (taj ¢vor je koren drveta iskazne formule F).

Ako je formula F' oblika —F7, gde je F} iskazna formula, tada se drvo
iskazne formule F' formira tako Sto koren drveta iskazne formule Fj
postaje dete posebnog ¢vora oznacenog formulom F (taj ¢vor je koren

drveta iskazne formule F).

Ako je formula F' oblika (F}), gde je F} iskazna formula, tada se drvo
iskazne formule F' formira tako Sto koren drveta iskazne formule Fj
postaje dete posebnog ¢vora oznacenog formulom F (taj ¢vor je koren

drveta iskazne formule F).

(T (1) L (2) p (2) ¢
(3a) Fy A Fy (3b) Fy v Fy
Fl F2 Fl F2
drvo formule F; drvo formule F5 drvo formule Fj drvo formule F5
(3C) FlMFQ (gd) F1:>F2
Fy Fy F F;

drvo formule F; drvo formule F5

drvo formule Fj drvo formule F5
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(36) F1 = F2 (4) _'Fl (5) (Fl)
| |
/\ )3 F
I Iy
drvo formule F; || drvo formule

drvo formule F} drvo formule F5

Primer 1.15. Pokazimo da je F'= (—p v q) = (r < ¢) iskazna formula.

Na osnovu definicije [1.11] pravilo posto su p, g i r iskazna slova,
onda su p, g i r istovremeno i iskazne formule.

Prema definiciji [I.11] pravilo posto je p iskazna formula, onda je i
—p takode iskazna formula.

Na osnovu definicije pravilo posto su —p i q iskazne formule,
onda je i —p v ¢ takode iskazna formula.

Prema definiciji [1.11] pravilo[(3¢)| posto su r i ¢ iskazne formule, onda
je i r < q takode iskazna formula.

Na osnovu definicije pravilo [(5)} posto su —p v ¢ 1 r < ¢ iskazne
formule, onda sui (—p v q) i (r « q) takode iskazne formule.

Prema definiciji pravilo posto su (—p v q) i (r < q) iskazne
formule, onda je i F' = (—p v ¢q) = (r < q) takode iskazna formula.

Navedena pravila opisuju i konstrukciju odgovarajuceg drveta iskazne

formule F' (Slika [L.1).

(mpvq)=(rsq) =
/\ N
(—pvaq) (r (T q) 0 0
—pvq regq
AR

| \
D p

e
P N N

L)
<
()

Slika 1.1: Drveta iskazne formule F = (—p v ¢) = (r < ¢) ilustruju njenu
strukturu. Levo drvo prikazuje postepenu izgradnju formule F', pocev od
iskaznih slova p, ¢ i r, sa svim formulama koje se kreiraju kao medurezultati.
Desno drvo se fokusira na pravila (ta¢nije logicke veznike i zagrade) koja se
koriste da se od iskaznih slova izgradi formula F'.
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Vrednost iskazne formule

Definicija 1.13. Neka je P skup svih iskaznih slova, tj. P = {p,q,r,...}.
Preslikavanje 7 : P — {T, 1} nazivamo valuacijom binarne Bulove
algebre (u daljem tekstu: valuacija).

Valuacija je, dakle, preslikavanje koje svakom iskaznom slovu dodelju-
je neku istinitosnu vrednost, tj. T ili 1. Prema tome, valuaciju mozemo
poistovetiti sa istinitosnom vrednoséu iskaznih slova, zato i koristimo is-
tu oznaku 7(p) za valuaciju proizvoljnog iskaznog slova p i za istinitosnu
vrednost iskaznog slova p (v. Definiciju [L.3).

Preslikavanje 7 se moze prosiriti sa skupa iskaznih slova P na skup svih
iskaznih formula F.

Definicija 1.14. Istinitosna vrednost iskazne formule F' se odreduje na
sledec¢i nacin:

(a) Ako je iskazna formula F' = T, tada je 7(F) = T.

(b) Ako je iskazna formula F' = 1, tada je 7(F) = L.

(c) Ako je iskazna formula F' = p i p je iskazno slovo, tada je 7(F) = 7(p).
(d) Ako je iskazna formula F' = Fy A Fy, tada je 7(F) = 7(F1) A 7(F3).
(e) Ako je iskazna formula F' = Fy v Fy, tada je 7(F) = 7(F}) v 7(F2).
(f) Ako je iskazna formula F' = F| = Fy, tada je 7(F) = 7(F}) = 7(F).
(g) Ako je iskazna formula F' = F} & F, tada je 7(F) = 7(F})  7(Fb).
(h) Ako je iskazna formula F = —F, tada je 7(F) = —7(F).

(i) Ako je iskazna formula F' = (G), tada je 7(F) = 7(G).

Ovde ponovo treba napomenuti da se u Definiciji simboli logickih
veznika —, A, v, ¥, = 1 < Kkoriste u dva razli¢ita znacenja:

(i) kao operacije izmedu iskaza u zapisu iskazne formule, na primer F' =
F1 AN F2

(ii) i kao operacije Bulove algebre prilikom rac¢unanja istinitosne vredno-
sti, na primer u 7(Fy) A 7(Fy).
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Posto je iz konteksta jasno kada se koristi koje znacenje, zadrza¢emo iste
oznake, a kada kontekst ne bude dovoljan za razumevanje znacenja, nagla-
sicemo o kom se znacCenju radi.

Moze se pokazati da istinitosna vrednost iskazne formule zavisi isklju¢ivo
od vrednosti iskaznih slova koja se pojavljuju u njenom zapisu.

Primer 1.16. Neka je data iskazna formula F' = (-=p v ¢) = (r < ¢).
Odredimo njenu vrednost ako znamo da su vrednosti iskaznih slova p, ¢, r
redom 7(p) =T, 7(q) =T, 7(r) = L.

T(F)=1((-pvq) = (req)=
=7((-pvq)=7(req)=
(

=7(mpvg)=(req) =

Ra¢unanje mozemo predstaviti i koriste¢i drvo iskazne formule (Slika [1.2]).

(—pvq) = (rsq = = (1)
(—pva) (req) 0 0 0T 0L

| | | |
v(T) < (1)

—pvqg regq <

PN PN <N = /\ PN
B Tar - T LT
| \

» p T

Slika 1.2: Izra¢unavanje vrednosti iskazne formule F' = (—p v q) = (r < q)
je ilustrovano drvetom. Levo i srednje drvo prikazuju strukturu formule F.
Desno drvo se fokusira na konstante i operacije binarne Bulove algebre koje
se koriste da se od vrednosti iskaznih slova izracuna vrednost formule F'.
Medurezultati ra¢unanja su dati desno od oznake primenjene operacije.
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Istinitosne tablice

Vrednosti iskazne formule F' za sve moguce vrednosti iskaznih slova koja
se koriste u zapisu te formule predstavljaju se tabli¢no radi bolje pregled-
nosti, a odgovarajuca tabela sa rezultatima izracunavanja se naziva istini-
tosna tablica formule F'.

Primer 1.17. Prikazimo istinitosnom tablicom vrednosti iskaznih formula
Fi=((—prq)vr)a(r=p)iFy=((—prq)xr)A(r=p) iz Primera[l.12]
za iskaz ,,Godina je prestupna” (Tabela .

(ﬂp/\q)vr Fy s F,

]
=
i)

et Bl N e

<
e e s e
K
=

e e
FEAAE A e
it I
i e S o
<
FEAAE S
L
e I
A
AR S
i R

Tabela 1.3: Istinitosna tablica za formule Fj i F5
Iz istinitosne tablice sledi da su iskazne formule F} i F, ekvivalentne.{

Tautologije i kontradikcije

Definicija 1.15. Ako je iskazna formula F' uvek ta¢na za ma koje isti-
nitosne vrednosti iskaznih slova koja se koriste u zapisu te formule, tada
kazemo da je I’ tautologija.

Ako je iskazna formula F' uvek neta¢na za proizvoljne istinitosne vred-
nosti svojih iskaznih slova, tada kazemo da je F' kontradikcija.

Primer 1.18. Formula F; < F,, odnosno ((—=p A q) vr) A (r=p) <
((=p A q) 1) A (r = p) iz Primera je primer tautologije. %

Primer 1.19. Iz definicije odmah sledi da je formula F' tautologija ako i
samo ako je formula —F kontradikcija, odnosno da je formula F' kontradik-
cija ako i samo ako je formula —F' tautologija. &

Primer 1.20. Neke vaznije tautologije su date u Tabeli [I.4] Veéina njih
se neposredno izvodi iz definicija operacija sa iskazima, odnosno iz tablica
operacija binarne Bulove algebre (Tabela , poput dvostruke negacije i
komutativnog zakona za konjunkciju i disjunkciju.
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Negacija
Dvostruka negacija

Konjunkcija i disjunkcija
Zakon komutativnosti

Zakon asocijativnosti

Distributivni zakoni

pe —p

(pAgq)=(gnp)
(pvaq) = (qvp)
(pvagvr)evigvr)
(prgar)s@Algnar)
pr(gvr)s(prgvipar)
(pvignrr)es(lpvagarlpvr)

De Morganovi zakoni
Negacija konjunkcije
Negacija disjunkcije

Pravilo isklju¢enja treceg

Ekskluzivna disjunkcija
Ekvivalent ekskluzivne disjunkcije
Negacija ekskluzivne disjunkcije

(pxq) e (Par—q) v (—pnrq)
—(pxq) e (PArq) v (=pAr—q)

Implikacija
Ekvivalent implikacije
Negacija implikacije

Kontrapozicija

(p=4q) = (—pvq
—(p=4q) = (pAr—q)
(p=4q) < (—g= —p)

Ekvivalencija
Ekvivalent ekvivalencije

reges((p=9Ar(@=Dp)

Pravila izvodenja
Modus ponens

Modus tollens

Modus tollendo ponens
Pojednostavljenje
Dodavanje

Spajanje

prp=q)=q
(mgA(p=q)=—p
(pva)n—p)=q
(pAgq)=p
p=(pvaq)
prg=(pArq)

Tabela 1.4: Neke vazne tautologije
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Negacija
Dvostruka negacija P=Dp
Konjunkcija i disjunkcija
Zakon komutativnosti Pq=q-p
P+tq=q+p
Zakon asocijativnosti p+q)+r=p+(qg+r)
(p-q)-r=p-(q-7)
Distributivni zakoni p-(g+r)=p-q+ (-7
ptlg-r)=@p+qg-(p+r)
De Morganovi zakoni
Negacija konjunkcije D-q=p+q
Negacija disjunkcije P+q=p-q
Pravilo isklju¢enja treceg
p+p=1

Ekskluzivna disjunkcija
Ekvivalent ekskluzivne disjunkcije p@®qg=p-¢q
Negacija ekskluzivne disjunkcije PBg=p-q

Tabela 1.5: Neke vazne tautologije (ekvivalencije u algebarskoj notaciji)

Pojedine tautologije u Tabeli se mogu ,,procitati” kao opisi slucajeva
kada je neka od cetire iskazne operacije tacna ili netacna.

Na primer, De Morganovim zakonima se opisuje kada su konjunkcija,
odnosno disjunkcija, netacne. De Morganov zakon koji se odnosi na nega-
ciju konjunkcije, —(p A ¢), opisuje na desnoj strani ekvivalencije kada je
konjunkcija dva iskaza netafna: kada je bar jedan od njih netac¢an (prvi ili
drugi ili oba, tj. —=p v —¢). De Morganov zakon koji se odnosi na negaciju
disjunkcije, —(p v q), opisuje kada je disjunkcija dva iskaza neta¢na: jedino
u slucaju kada su oba iskaza netacna, tj. —p A —q.

De Morganovi zakoni se neposredno izvode kada se primeti da se tablice
konjunkcije i disjunkcije mogu transformisati jedna u drugu jednostavnom
zamenom mesta simbola T i L, kao i simbola A i v.

Ekvivalent ekskluzivne disjunkcije i ekvivalent implikacije redom opisuju
kada su odgovarajuce iskazne operacije tacne: ekskluzivna disjunkcija dva
iskaza je tacna ako i samo ako je tacan samo jedan od njih, ili prvi ili drugi
iskaz, tj. (p A —q) v (—p A q); implikacija je tatna ako i samo ako je njena
leva strana netac¢na ili ako je njena desna strana tacna, tj. —p v q.

Negacija ekskluzivne disjunkcije i negacija implikacije, kao $to im imena
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govore, redom pokazuju kada su odgovarajuce iskazne operacije netacne:
ekskluzivna disjunkcija dva iskaza je netacna kada su ti iskazi iste istinitosne
vrednosti (oba tafna ili oba neta¢na), tj. (p A ¢) v (—p A —q); implikacija je
netacna samo u slucaju kada je leva strana implikacije ta¢na i istovremeno
desna strana implikacije netacna, tj. p A —q. %

Tautologije su najvaznije iskazne formule jer su uvek ta¢ne bez obzira na
interpretaciju iskaznih slova. Direktna posledica tog svojstva je teoremal.1

Teorema 1.1. Neka je iskazna formula F' tautologija u ¢ijem se zapisu
koriste isklju¢ivo iskazna slova pi, ps, ..., p,. Ako u zapisu formule F' za-
menimo iskazna slova py, po, ..., p, proizvoljnim iskaznim formulama F},
Fy, ..., F,, rezultat je ponovo iskazna formula i tautologija. O]

Primer 1.21. Ako iskazna slova p, ¢ ir u tautologijama Primera[l.20](Ta-
bela[1.4)), zamenimo proizvoljnim formulama F, Fy (umesto p), F> (umesto
q), F5 (umesto r), dobi¢emo tautologije navedene u Tabeli [1.6] &

Iskazne potformule. Supstitucija (zamena)

Definicija 1.16. Iskazne potformule formule F' se definiSu na sledec¢i nac¢in:
(i) Svaka formula F' je sama sebi potformula.

(ii) Ako je formula F' oblika (G) ili =G, tada je svaka potformula formule
G takode i potformula formule F'.

(iii) Ako je formula F oblika G A Hili Gv Hili Gy H ili G = H ili
G < H, tada je svaka potformula bilo formule G, bilo formule H,
takode i potformula formule F'.

(iv) Potformule formule F' su odredene samo pravilima tj. nista
osim |(1)H(iii)| nije potformula iskazne formule F.

Primer 1.22. Uotimo formulu F' = (—p v q) = (r < ¢). Na osnovu

Definicije sledi:
e ['=(—pvq) = (r< q) je sama sebi potformula prema pravilu

e posto je F oblika Gy = Hy, gdesu Gy = (—pvq)i H = (r < q),
na osnovu pravila (iii) se problem svodi na odredivanje potformula od
G1 i Hb
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Negacija
Dvostruka negacija

Konjunkcija i disjunkcija
Zakon komutativnosti

Zakon asocijativnosti

Distributivni zakoni

Fi A Fy) < (Fy A FY)

Fiv FE)s(FvE)

(Fy v By) v ) < (Fy v (Fy v F3))

(F1 A F3) A Fs) < (Fy A (Fy A F3))

FiAn(Fav F3)) < (FL A Fy) v (FL AF3))
) < (

(
(
(
(
(
(Fl \ (F2 AN Fg) (Fl Vv FQ) AN (F1 \4 Fg))

De Morganovi zakoni
Negacija konjunkcije
Negacija disjunkcije

_'(F1 AN FQ) = (_‘Fl Vv _'FQ)
_'(F1 Vv Fg) < (_'Fl A _'FQ)

Pravilo isklju¢enja treceg

Fv—-F
—(F A =F)

Ekskluzivna disjunkcija

(Fl MFQ) < (Fl 7AN _'Fg) Vv (_'F1 AN Fg)
_'(F1 MFQ) < (Fl 7AN Fg) \ (_‘F1 A _'FQ)

Implikacija
Ekvivalent implikacije
Negacija implikacije

Kontrapozicija

(Fl = FQ) < (_'Fl \ FQ)
_'(Fl = FQ) < (Fl AN _'FQ)
(Fy = F) < (—F, = —F)

Ekvivalencija
Ekvivalent ekvivalencije

(e R) < (F1= k) A (Fa=F))

Pravila izvodenja
Modus ponens

Modus tollens

Modus tollendo ponens
Pojednostavljenje
Dodavanje

Spajanje

(Fi A (FL= Fy)) = F,
(—Fy A (Fy = Fy)) = —F
(Fy v F) A ~F)) = F,
(Fy A Fy) = Fy

Fy = (F) v Fy)
FiAFy= (F} A Fy)

Tabela 1.6: Neke vazne tautologije sa proizvoljnim formulama umesto iska-

znih slova
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e prema pravilu |(1)| Gy = (—p v q) i H, = (r < q) su potformule same
sebi, pa su zato i potformule formule F’;

e na osnovu pravila (ii), posto vazi Gy = (G2) i H; = (Hs), gde su
Gy = —pvqiHy =r < q,sledi da su potformule od G5 i Hy takode
potformule od F;

e ako ponovo primenimo pravilo dobijamo da su Gy = —p v ¢ i
Hy = r < ¢ potformule od F' posto su same sebi potformule;

e s obzirom da je G = G35 v Hj, gde su G3 = —p i H3 = ¢, a takode i
Hy, = G4« Hy, gde su Gy =r i H,; = ¢, na osnovu pravila sledi
da su potformule formula G5, H3, G4 i Hy takode i potformule od F’;

e primenom pravila [(i)] dobija se da su G3 = —p, H3 = q, G4 = r i
H, = q potformule od F' poSto su same sebi potformule;

e posto je Gz = —Gs, gde je G5 = p, na osnovu pravila (ii) sledi da su
potformule od G5 takode i potformule od F;

e na kraju, s obzirom na pravilo dobija se da je G5 = p sama sebi
potformula, pa je na osnovu prethodnog i potformula od F;

e prema tome, formule (—p v q) = (r < q), (—=p v q), (r < q), —~p v q,
r<q, —p, p, q, 11 su sve potformule formule F'.

Analiza koju smo upravo primenili odgovara konstrukciji drveta iska-
zne formule F', pri ¢emu su potformule zapravo pojedina¢ni ¢vorovi drveta

(Slika [L3).

(mpvq) = (req)
/\
(—pvaq) (r ? q)

—-pvVvq r<gq
S PN
-pP q r q
|
p

Slika 1.3: Drvo iskazne formule F' = (—p v q¢) = (r < q) ilustruje njenu
strukturu i potformule formule F' kao ¢vorove drveta.

U poredenju sa Primerom gde smo analizirali strukturu iste for-
mule, vidimo da je rezultat istovetno drvo (v. Sliku . Jedina razlika je
u nac¢inu konstrukcije drveta iskazne formule F"
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e u Primeru drvo je konstruisano polazeéi od listova (iskaznih slo-
va kao atomi¢nih formula) ka korenu drveta (formuli F) primenom
pravila Definicije (iskazne formule);

e u Primeru drvo se konstruise polazeéi od korena (formule F' kao
sopstvene potformule) ka listovima drveta (iskaznim slovima kao ato-
mi¢nim potformulama) primenom pravila Definicije[I.16] (iskazne pot-
formule).

&

Teorema 1.2. Neka je F' iskazna formula, A njena potformula i B iskazna
formula koja je ekvivalentna formuli A (tj. A < B je tautologija). Ako
u zapisu formule F' zamenimo gva pojavljivanja formule A formulom B,
dobijena formula, oznaci F[A — B] je ekvivalentna polaznoj formuli, tj.
F|A — B] < F je tautologija. O

Primer 1.23. Pokazimo da je formula F' = (—p v q) = (r < ¢q) ekviva-
lentna formuli u ¢ijem zapisu se ne koristi ni implikacija, ni ekvivalencija,
ni ekskluzivna disjunkcija.
Na osnovu tautologije Ekvivalent ekvivalencije (Tabela i Teore-
me formula
(reqge((r=q9na@=r) (1.2)
je takode tautologija. Na osnovu Teoreme [1.2] ako u zapisu formule F' za-
menimo levu stranu ekvivalencije odgovaraju¢om desnom stranom, do-
bi¢emo formulu

(—pva)={r=q9nr(g=r)) (1.3)
ekvivalentnu formuli F'. Primetimo da se u zapisu formule vise ne poja-
vljuje ekvivalencija.

Da bismo se oslobodili implikacije, primeni¢emo sledece:

e na osnovu tautologije Ekvivalent implikacije (Tabela i Teore-
me [L1] sledi da su formule

(r=q) < (—rvq (1.4)
(g=r)<s (—qvr) (1.5)

tautologije;

e na osnovu Teoreme sledi da se u formuli [I.3] mogu zameniti leve
strane ekvivalencija i odgovarajué¢im desnim stranama, tako
da se dobija formula

(—pvq)=((—-rvqg A(—qvr)) (1.6)
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e na kraju ostaje da se oslobodimo poslednje implikacije. Primetimo
najpre da na osnovu osnovu tautologije Ekvivalent implikacije (Tabe-

la i Teoreme sledi da je formula

(pvag) = (=rvg)r(=gvr))) < (=(mpva) v ((=rvg) A(—gvr)))
(1.7)
takode tautologija.

e primenom Teoreme [I.2] sledi da se u formuli [I.6] sme zameniti leva
strana ekvivalencije[L.7|odgovarajuc¢om desnom, pa je polazna formula
F' ekvivalentna formuli

(=(=pv @) v ((=rvg A(=gvr)) (1.8)

Primenom De Morganovog zakona, dvostruke negacije i Teorema [I.1] i
M2 na sli¢an nacin se formula [[.8 moZe svesti na ekvivalentan oblik

(A=) Vv ((=rvag)r(—gvr)))

u kome nema ni implikacije, ni ekvivalencije, ni ekskluzivne disjunkcije, niti
se negacija pojavljuje ispred zagrade. &

Normalne forme iskaznih formula

U dosadasnjim primerima su konstruisane istinitosne tablice za zadate
iskazne formule. MoZe se postaviti i obrnuti problem: ako je data istinitosna
tablica nepoznate formule, odrediti zapis nepoznate formule.

Odmah se namecu slede¢a pitanja:

(i) Da li za zadatu istinitosnu tablicu uvek postoji bar jedna iskazna
formula kojoj odgovara ta tablica?

(ii) Ako postoji bar jedna iskazna formula kojoj odgovara zadata istini-
tosna tablica, da 1i je ona jedinstvena (jednozna¢no odredena)?

(iii) Ako postoji vise iskaznih formula kojima odgovara ista zadata tablica,
moze li se medu svim tim reSenjima izabrati ,najjednostavnije” po
duzini zapisa i strukturi, sa najmanjim mogu¢im brojem iskaznih slova
i veznika i tako dalje? T ako moze, da li je ono jedinstveno ili ne?

Odgovor na prvo pitanje je potvrdan, a na drugo pitanje — odrican.
Cinjenica da postoje razli¢ite iskazne formule koje su medusobno ekviva-
lentne, tj. imaju identi¢ne istinitosne tablice, ukazuje na to da u opsStem
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slucaju problem odredivanja iskazne formule kojoj odgovara zadata istini-
tosna tablica nema jedinstveno reSenje. Stavise, ako je formula F jedno
resenje koje odgovara zadatoj istinitosnoj tablici, odmah dobijamo da su i
formule =——F, FAF, Fv F, F AT, Fv 1 takode reSenja, Sto neposredno
dovodi do zakljutka da resenja ima beskona¢no mnogo (dovoljno je da svako
od ovih pravila ponovo primenimo na svaku formulu prethodno izvedenu iz
F tim istim pravilima u kona¢nom broju koraka).

Odgovor na trece pitanje je najtezi i ponovo, zbog tautologija koje opi-
suju ekvivalentnost formula odredene strukture (Tabela , reSenje nije
jedinstveno, a potrebno je i precizno definisati Sta se podrazumeva pod
,hajjednostavnijom” strukturom resenja. Ovde ¢emo razmotriti neka mo-
guca resenja koja nisu najjednostavnija po svojoj strukturi, ali su polazna
tacka za dobijanje takvih reSenja. Radi jednostavnijeg opisa tih reSenja,
uveséemo nekoliko novih pojmova.

Definicija 1.17. Iskaznu formulu, koja se svodi na proizvoljno iskazno
slovo ili negaciju proizvoljnog iskaznog slova, naziva¢emo literalom.

Primer 1.24. Iskazna slova p, ¢, r, kao i njihove negacije —p, —q, —r,
predstavljaju primere literala. Iskazne formule ——p, p A ¢, p v ¢, =p A q,
p v —q, nisu primeri literala.

Ako koristimo algebarsku notaciju (v. odeljak [1.3] tada p, ¢, r, p, q, T,
predstavljaju primere literala, dok iskazne formule p, pq, p + q, pq, p + G to
nisu. &

Definicija 1.18. Iskazna formula koja se sastoji samo od jednog ili viSe
literala povezanih veznikom za konjunkciju (A,-) naziva se elementarna
konjunkcija.

Iskazna formula koja se sastoji samo jednog ili viSe literala povezanih
veznikom za disjunkciju (v, +) naziva se elementarna disjunkcija.

Primer 1.25. Iskazne formule p A —¢ A —r, =g A =1, p, q, v, —p, —q,
—r (odnosno, u algebarskoj notaciji: pgr, ¢r, p, q, r, p, 4, ) su primeri
elementarnih konjunkcija.

Iskazne formule p v —q v —r, —q v —r, p, q, r, =p, —q, —r (odnosno, u
algebarskoj notaciji: p+q+7, ¢+ 7, p, q, v, P, 4, T) su primeri elementarnih
disjunkcija. &

DNF — disjunktivna normalna forma

Definicija 1.19. Ako postoji iskazna formula G, sastavljena od jedne
ili viSe elementarnih konjunkcija povezanih veznikom disjunkcije, koja je
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ekvivalentna zadatoj formuli F', onda se formula G naziva disjunktivnom
normalnom formom (skr. DNF) formule F.

Primer 1.26. Na osnovu ekvivalenta ekskluzivne disjunkcije i negacije
ekskluzivne disjunkcije (Tabela[L.6)) neposredno sledi da je (pA—q) v (—=pAq)
DNF za formule (p v q) i —=(p < ¢), odnosno da je (p A q) v (—p A —q) DNF
za formule —=(pv q)ip<q.

Ako koristimo algebarsku notaciju, str. [12), (p- q) + (p - ¢) je DNF za
formule p@q i p=¢, dok je formula (p-q) + (p-q) DNF za formule p@®q i
pP=q ¢

U praksi se koristi vrlo jednostavan postupak za odredivanje DNF for-
mule na osnovu njene istinitosne tablice o ¢emu govori Teorema [1.3}

Teorema 1.3 DNF. Neka je F iskazna formula razli¢ita od L i neka je
T njena istinitosna tablica. DNF formule F' se konstruiSe na sledec¢i nacin:

(i) Za svaki red tablice T, u kome formula F' ima istinitosnu vrednost T,
pravimo po jednu formulu (u daljem tekstu teoreme: formula reda ta-
blice). Formula reda tablice se sastoji od literala povezanih konjunkci-
jom (A). Literali se formiraju od svih razli¢itih iskaznih slova formule,
pri ¢emu iskaznom slovu x odgovara literal x ako i samo ako u tom
redu tablice x ima vrednost T, odnosno iskaznom slovu z odgovara
literal —z ako i samo ako u tom redu tablice x ima vrednost 1 (dakle,
piSemo negaciju ispred onih iskaznih slova kojima u tom redu tablice
odgovara vrednost ).

(ii) Ako formule prethodnog koraka stavimo u zagrade i medusobno ih po-
vezemo disjunkcijom (v), dobijena formula predstavlja DNF formule
F' zadate istinitosnom tablicom T'. O]

Primer 1.27. Odredimo DNF za dve nepoznate formule, F} i Fy, ako je
data njihova istinitosna tablica:

A AAAR
A E A
e B B
S e B e e e e | s
A A A3
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Najpre uoc¢imo redove istinitosne tablice u kojima je formula F} tacna
(Tabela[1.7)). Vrednosti iskaznih slova i formule u tim redovima su oznaceni
crvenom bojom, a vrednost formule i fontom vece tezine. Za svaki red u
kome je F ta¢na konstruiSemo odgovarajuéu formulu reda kao konjunkciju
odgovarajucih literala (ako je u posmatranom redu iskazno slovo p ta¢no,
koristimo literal p; ako je p neta¢no, koristimo literal —p i na isti nacéin za
iskazna slova ¢ i r).

Primetimo da je svaka formula reda ta¢na iskljucivo za one vrednosti
iskaznih slova odgovarajuceg reda (na primer, formula 6. reda u tablici,
—p A ¢ A —r je tacna iskljucivo u slucaju kada je istovremeno svaki literal
u konjunkciji tacan, tj. ako je istovremeno 7(p) = L, 7(q) = T i 7(r) = L,
$to su upravo vrednosti iskaznih slova u 6. redu tablice).

DNF formule F} se dobija kao disjunkcija konstruisanih formula (u za-
gradama) za pojedina¢ne redove.

formula reda tablice

PAQGAT

“DAQGA T

e I B
e e N R I P
i A Nl
i L el I

P ATGgA T

DNF(F): (pAagar)v(—pagna—r)v (—=pA—qgn—T)
Tabela 1.7: DNF formule F}

Primetimo da DNF formule F; moze da se ,prevede” na prirodan jezik
(srpski) recenicom:
Formula F} je ta¢na
e ako su sva tri iskazna slova p, ¢ i r tacna
e ili ako je p netac¢no, ¢ tacno i r neta¢no

e ili ako su sva tri iskazna slova p, ¢ i r neta¢na.

Ako prebacimo DNF formule F} u algebarsku notaciju, dobijamo:
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formula reda tablice

pANgAN—T
PANTGgANT

PAGAT

FEREEAAAAS
FEAARREAA]R
i i A N N
FEEAREAAR| S

DNE(Fy): (pAgA—=r)v(pA—=gnar)Vv (=pAgAT)
Tabela 1.8: DNF formule F5

Primenjujuéi isti postupak opisan u Teoremi [I.3] dobijamo i DNF for-
mule F, (Tabela [1.§).

Ako prebacimo DNF formule F; u algebarsku notaciju, dobijamo:
Formula F5 je ta¢na
e ako je p tacno, ¢ tacno i r neta¢no

e ili ako je p ta¢no, ¢ netacno i r ta¢no

e ili ako je p netacno, ¢ ta¢no i r tacno. &
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KNF — konjunktivna normalna forma

Definicija 1.20. Ako postoji iskazna formula G, sastavljena od jedne
ili vise elementarnih disjunkcija povezanih veznikom konjunkcije, koja je
ekvivalentna zadatoj formuli F', onda se formula G naziva konjunktivnom
normalnom formom (skr. KNF) formule F'.

Primer 1.28. Na osnovu De Morganovog zakona (negacija konjunkcije,
Tabela odmah sledi da je formula —p v —¢ DNF formule —(p A ¢) (ako
se literali posmatraju kao elementarne konjunkcije), ali takode i njena KNF
(ako se formula —p v —¢ posmatra kao jedna elementarna disjunkcija). <

Teorema 1.4 KNF. Neka je F iskazna formula razli¢ita od T i neka je
T njena istinitosna tablica. KNF formule I’ se konstruiSe na sledeé¢i nacin:

(i) Za svaki red tablice T, u kome formula F ima istinitosnu vrednost |,
pravimo po jednu formulu (u daljem tekstu teoreme: formula reda ta-
blice). Formula reda tablice se sastoji od literala povezanih disjunkci-
jom (V). Literali se formiraju od svih razli¢itih iskaznih slova formule,
pri ¢emu iskaznom slovu x odgovara literal = ako i samo ako u tom
redu tablice  ima vrednost 1, odnosno iskaznom slovu z odgovara
literal —z ako i samo ako u tom redu tablice z ima vrednost T (dakle,
pisemo negaciju ispred onih iskaznih slova kojima u tom redu tablice
odgovara vrednost T).

(ii) Ako formule prethodnog koraka stavimo u zagrade i medusobno ih po-
vezemo konjunkcijom (A), dobijena formula predstavlja KNF formule
F' zadate istinitosnom tablicom 7' O

Primer 1.29. Odredimo KNF za dve nepoznate formule, GG; i G, ako je
data njihova istinitosna tablica:

R AAA s
FEAARE s
e e N e e
o Dt B R Bl [ D
— =4S

Najpre uoc¢imo redove istinitosne tablice u kojima je formula G; netacna
(Tabela[1.9)). Vrednosti iskaznih slova i formule u tim redovima su oznaceni
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crvenom bojom, a vrednost formule i fontom vece tezine. Za svaki red u ko-
me je G neta¢na konstruiSemo odgovarajuc¢u formulu reda kao disjunkciju
odgovarajucih literala (ako je u posmatranom redu iskazno slovo p tatno,
koristimo literal —p; ako je p neta¢no, koristimo literal p i na isti nacin za
iskazna slova ¢ i r). KNF formule G; se dobija kao konjunkcija konstruisa-
nih formula (u zagradama) za pojedina¢ne redove. KNF formule G moze

p q r G, formula reda tablice
T T T T

T T L 1 —pVv gV

T 1L T T

T 1L 1L T

L 7T 7T T

L 7T L 1 PNV gV

L LT 1 pvqv —r

1 1L 1 T

KNF(G1): (—pv —=qvr)an(pv—qgvr)a(pvaqgv—r)

Tabela 1.9: KNF formule G,

da se ,prevede” na prirodan jezik (srpski) rec¢enicom:

Formula G, je netatna
e ako je p tacno, ¢ tacno i r neta¢no
e ili ako je p neta¢no, ¢ ta¢no i r netac¢no

e ili ako je p neta¢no, ¢ netacno i r tacno.

U ovom sluc¢aju prevod ne odgovara zapisu formule, veé¢ tumacenju njene
istinitosne vrednosti. KNF, kao konjunkcija formula redova, bic¢e netacna
ako i samo je bar jedna od tih formula redova neta¢na (otuda u prevodu
Hili” umesto ,.i”). Formula pojedina¢nog reda, kao disjunkcija literala, bice
netacna ako i samo je svaki literal neta¢an (odatle u prevodu ,,i” umesto ,,ili”
i zato su tacna iskazna slova prevod literala sa negacijom, a neta¢na iskazna
slova — prevod literala bez negacije; na kraju krajeva, po tim pravilima su
literali i konstruisani).
Ako prebacimo KNF formule G; u algebarsku notaciju, dobijamo:

(p+q+r)-(p+qg+r)-(p+q+7)

Primenjujuéi isti postupak opisan u Teoremi [I.4] dobijamo i KNF formule

Gy (Tabela [1.10)).
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p q 1 Gy formula reda tablice

T T T L —pVv gV T

T T L T

T L T L1 —pVqvVv —or

T 1L 1L 1 —“pvqgVvr

L 7T T 1 (pv —qv —r)

L 7T L 7T

L 1L 7T 7T

L 1L 1L 7T

KNF(Gs): (—pv —qv —r)A(—pvagv —-r)A(=pvagvr)a(pv —qv—r)
Tabela 1.10: KNF formule G5

Ako prebacimo KNF formule G5 u algebarsku notaciju, dobijamo:
P+q+r)-P+q+7)-(P+g+7)-(P+q+T7)
¢

Primetimo da se postupak za odredivanje KNF formule na osnovu njene
istinitosne tablice (Teorema neposredno dobija iz postupka za odredivanje
KNF tako $to vrednosti (ta¢no, netacno) i iskazne operacije (konjunkcija,
disjunkeija), kao i njihovi simboli T i L, odnosno A i v, medusobno razme-
njuju uloge.
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