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Uvod

Cilj ovog kursa nije da od filologa napravi matematicare. Matematika je samo sredstvo
koje informatika s vremena na vreme koristi bilo da bi definisala svoje pojmove (na
primer kodiranje, bez obzira na koji od engleskih pojmova encoding i encryption se
odnosi, definise se preko matemati¢kog pojma 1-1 funkcije) bilo da bi primenila neku
oblast matematike (na primer, matematicka logika se primenjuje za konstrukciju delova
procesora, kao i u programiranju kako bi program automatski donosio odluku koje ¢e
naredbe da izvr8i u zavisnosti od toga da li je neki uslov ispunjen ili ne itd.). U tom
smislu, akcenat kursa je na upoznavanju i razumevanju osnovnih matematickih pojmova
neophodnih u informatici, od kojih ¢e glavnina pojmova (skup, niz, relacija, funkcija,
operacija) biti preciznije definisana u okviru predmeta Informatika za bibliotekare 2.
U ovom kursu koristicemo skup kao osnovni pojam, tj. pojam za koji svi ,znamo” Sta
predstavlja i zato ga ne definiSemo.

U prvom delu kursa bavi¢emo se isklju¢ivo razli¢itim skupovima brojeva.

Pored literature navedene na kraju, uz ove beleske se moze paralelno koristiti i mate-
rijal profesorke Cvetane Krstev (2002), posebno poglavlje 1, ,,Brojevi i brojni Sistemi”.E]

1 Predavanje, 9. X

1.1 Brojevi

Brojevi nisu nesto §to postoji mimo ljudi, njih su izmislili ljudi. I danas se
mogu pronadéi ljudske zajednice u Africi, Juznoj Americi i drugim delovima sveta, kod
kojih ne postoji predstava o broju, ¢ak se u jezicima tih ljudi koriste razlic¢ite reci kada
se govori o istoj koli¢ini razli¢itih predmeta ili bi¢a [Mlodinov, [2005: 16-17].

Jedan od motiva za nastanak brojeva je potreba za uporedivanjem dva sku-
pa. Najjednostavniji nacin za uporedivanje dva skupa A i B je izdvajanje jednog po
jednog para elemenata, pri ¢emu prvi element uzimamo iz A, a drugi iz B i svaki ele-
ment uzimamo samo jednom. Proces izdvajanja parova se zavrsava u jednom od slede¢ih
slucajeva:

i) u skupu A je preostao bar jedan element za izdvajanje, a u skupu B viSe nema
J J Jan]
elemenata za izdvajanje;

ii) u skupu B je preostao bar jedan element za izdvajanje, a u skupu A viSe nema
J J Jan]
elemenata za izdvajanje;

(iii) ni u skupu A ni u skupu B nema vige elemenata za izdvajanje .

Opisanim procesom izdvajanja parova se dolazi do zakljucka da je ili jedan skup ,,ve-

¢i” od drugog (u prvom sluc¢aju je A ,veéi” skup, a u drugom — B) ili da su skupovi

'http://poincare.matf.bg.ac.rs/ cvetana/Nastava/Materijal/BrojniSistemi.pdf


http://poincare.matf.bg.ac.rs/~cvetana/Nastava/Materijal/BrojniSistemi.pdf

Ai B ,iste Veliéine”E] U poslednjem slucaju se pojavljuje potreba za uvodenjem bro-
jeva: konkretan broj opisuje ono $to je zajednic¢ka osobina svih skupova ,jiste veli¢ine”
(Slika [1.1]).

Pre pojave pisma i zapisivanja broja, ljudi najces¢e koriste objekte iz prirode kako bi
njima oznacili neki broj [Dantzig, [2005; 7]: na primer, krila ptice za broj dva, list deteline
za broj tri, noge Cetvoronozne zivotinje za broj Cetiri, ali nesumnjivo i delove ljudskog
tela, poput prstiju éake.ﬂ Pastirski Stap sa zasecima koji odgovaraju pojedinac¢nim zZivo-
tinjama u stadu je jedan od nacina zapisivanja brojeva [Bilimovi¢, 1965 11| i predstavlja
poseban sluc¢aj rabosa, komada drveta koji se od davnina koristio za beleZenje imovine,
dugovanja, pa c¢ak i kao kalendar. Uparivanjem zaseka i Zivotinja pastir proverava da li

je satuvao celo stado (Slika [1.1).

A )
Vo
7/ \@

(a) Uparivanje kao potvrda da su dva
skupa ,,iste veli¢ine”

¢

(b) Pastirski stap kao sredstvo za proveru
celokupnosti stada

Slika 1.1: U osnovi brojanja je uporedivanje dva skupa

Oznake ne treba poistovecivati sa onim $to oznacavaju. Broj deset i oznaka 10
su dve razli¢ite stvari. Mi smo navikli da ih posmatramo kao jedno te isto, ali oni to
nisu. Staviée, 10 moze, ali ne mora da oznacava broj deset isto kao §to simbol H nekada
tumacimo kao ¢irilicno slovo, a nekad kao lati¢no slovo, a ta dva slova nisu ista, tj. ne
oznacavaju iste stvari.

Broj deset u nastavku kursa treba zamisljati ne kao 10, veé¢ kao koli¢inu (na primer
deset kamencica, Slika [1.2)).

2Matemati¢ari bi rekli da se u poslednjem slucaju izmedu skupova A i B moZe uspostaviti obostrano
1-1 preslikavanje, obostrano jednoznacna korespodencija ili ,,bijekcija”.
3Engleski izraz ,,give me five” je primer poistovedivanja gake i broja 5.
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Slika 1.2: Deset kao odredena koli¢ina (na primer kamendi¢a)

Broj deset, suprotno onome $to su nas ucili, nije ni,,okrugao” ni neki poseban
broj u odnosu na ostale. éinjenica je da se sa njime lako mnozi i deli u brojnom
sistemu koji koristimo, ali to nije zbog njegove ,,prirode” veé, kao §to ¢emo videti kasnije,
oznaka 10 omogucava tu ,,magiju”.

Deset je samo koli¢ina izabrana kao jedinica mere prilikom brojanja, gotovo sigurno
zato $to ¢ovek ima deset prstiju. Medutim, kako navode Kurant i Robins (1973 6),
postoje razni dokazi da su i drugi brojevi poput 12, 20 i 60 kori$¢eni kao jedinice mere
prilikom brojanja. Neki od tih dokaza su lingvisti¢ki (imena brojeva u pojedinim jezicima,
na primer 1-19 u engleskom i nemackom, 20 i 80 u francuskom, 70 u danskom itd.), a
neke dokaze pronalazimo kao odnos ve¢ih i manjih mernih jedinica koje koristimo za opis
vremenskih intervala (godina ima dvanaest meseci, a ne deset; dan i no¢ su podeljen na
po dvanaest sati; jedan sat nema sto minuta ve¢ Sezdeset, kao $to i minut sadrzi Sezdeset
sekundi, a ne sto).

1.2 Zapisi brojeva. Rimski brojevi

Postoji vise verzija zapisa brojeva u starom (antickom) Rimu, ovde ¢emo razmotriti
jednu verziju koja koristi sedam cifara (Tabela |1.2)).

rimska cifra I v X L C D M
vrednost cifre 1 5 10 50 100 500 1000

Tabela 1.2: Rimske cifre i njihove apsolutne vrednosti

Svaka cifra uvek ima istu vrednost koja predstavlja ili stepen broja deset ili polovinu
nekog stepena broja deset. éinjenica da covek ima pet prstiju na jednoj ruci, odnosno
deset na obe ruke, nesumnjivo je uticala na vrednosti rimskih cifara.

Zapis pomocu rimskih brojeva je zapravo skrac¢eno predstavljanje vrednosti broja kao
zbira ili razlike apsolutne vrednosti pojedina¢nih cifara koje su uvek iste bez obzira
na poziciju gde se nalaze (Tabela . Jedino na $ta pozicija rimske cifre utice jeste
znak vrednosti cifre: ako se cifra sa manjom apsolutnom vredno$éu nade na poziciji
levo od cifre sa ve¢om apsolutnom vrednoséu, tada se njena vrednost ne dodaje na zbir
ve¢ se oduzima; u suprotnom, vrednost cifre je uvek pozitivna. U praksi se zapis sa



oduzimanjem uglavnom koristi za vrednosti brojeva 4, 9, 40, 90, 400, 900, tj. istovetna
cifra se navodi uzastopce najvise tri puta.

W=-1+5=4 (B=H)

IX=-14+10=9  (VEEI)

XL=—10+50 =40  (X%XXX)

XC = —10+ 100 = 90 (C¥XX)
CD = —100 + 500 = 400  (T€eC)

CM = —100 4+ 1000 = 900  (DEEET)

Takode, izuzimajuéi slucajeve oduzimanja, rimske cifre sa pozitivhom vrednoséu se
u zapisu broja uvek navode tako da se sleva nadesno smanjuje vrednost cifara (levo su
cifre sa najvecom vrednoséu, a desno sa najmanjom).

Primer 1.1. Izracunati vrednost rimskog broja MMCMLXXVI.

Resenje. Uzimajuéi u obzir vrednosti rimskih cifara i ¢injenicu da je cifra C (100) levo
od cifre M (1000), vrednost datog rimskog broja je

1000+ 1000 + (—100 4 1000) + (50 + 104 10) 4 (54 1) = 20004900470+ 6 = 2976. [

Primer 1.2. Dekadni broj 1489 pretvoriti u rimski broj.

Resenje. Dati broj razbi¢emo na zbir i razliku stepena broja deset i polovina stepena
broja deset:

1459 = 1000 + 400 + 80 + 9 = 1000 + (—100 + 500) + (50 + 10 + 10 + 10) + (—1 + 10)

Trazeni zapis je MCDLXXXIX. O

Najveci broj koji se moze predstaviti u ovoj verziji rimskih brojeva je MMMCMXCIX, t;.
3999. Broj 4000 mozemo predstaviti koristeci ista pravila jedino ako prethodno uvedemo
oznaku za broj 5000. Jasno je da je glavni nedostatak sistema rimskih brojeva neprekidna
potreba za uvodenjem novih oznaka stepena broja deset i polovina tih stepena. Osim
toga, pokusaj formulisanja pravila za ra¢unanje u ovom sistemu doveo bi do ogromnog
broja pravila za razne pojedinac¢ne sluc¢ajeve. U tom smislu, nije ni ¢udo Sto matematika
nije napredovala u starom Rimu, ve¢ se oslanjala na znanja pokorenih civilizacija, pre
svega matematiku anticke Gréke koja je takode koristila sistem za zapis brojeva slican
rimskom, ali sa drugacijim oznakama.

Za vezbanje pretvaranja dekadnih brojeva u rimske i obratno moze se koristiti materijal
na stranici predmeta pod nazivom Nepozicioni brojni sistemi. Rimski brojevi (konverzija
rimskih brojeva u dekadne i obrnuto). U pitanju je onlajn program za konverziju brojeva
u rimski zapis i obratno koji ujedno generise i objagnjenje (korak po korak) na koji na¢in
se obavljaju obe konverzije:

FIL:
http://www.fil.bg.ac.rs/misko/fl1f/il/materijali/brojevi/rimskiBrojevi.html


http://www.fil.bg.ac.rs/misko/flf/i1/materijali/brojevi/rimskiBrojevi.html

MATF:
http://arhimed.matf.bg.ac.rs/ " misko/flf/il/materijali/brojevi/rimskiBrojevi.
html

2 Predavanje, 16. X

2.1 Prirodni brojevi. Operacije

U srednjoskolskoj matematici se za skup prirodnih brojeva uglavnom koriste dve ozna-
ke u zavisnosti od toga da li se nula smatra prirodnim brojem ili ne:

1. N={1,2,3,...}, skup prirodnih brojeva
2. Ng=1{0,1,2,3,...}, prosireni skup prirodnih brojeva

lako ¢e se pojam operacije detaljno razmatrati u okviru predmeta Informatika za
bibliotekare 2, moramo ovde da ga pomenemo kako bismo odbacili neke primere pogre-
Sne upotrebe matematicke terminologije. Naime, u obi¢nom govoru se sabiranje, oduzi-
manje, mnozenje i deljenje ¢esto nazivaju operacijama, ali bolje ih je nazivati racunskim
radnjama po$to u matematici pojam operacije (na skupu) ima ta¢no odredeno znace-
nje, tako da neke od racunskih radnji mogu biti operacije pod odredenim uslovima, dok
neke ne. U matematici ne zna¢i nista (pogresno je) reé¢i da je nesto operacija sve dok
precizno ne kazete na kom skupu smatrate da se radi o operaciji. Neformalno receno,
ako posmatramo neki skup brojeva, zovimo ga B, tada ¢e neka radnja biti operacija na
skupu B ako se tom radnjom odreden (fiksiran) broj elemenata skupa B, uzet u tacno
odredenom redosledu, transformisSe u rezultat koji je ponovo element skupa B. Da li su
sabiranje, oduzimanje, mnozZenje i deljenje operacije u navedenom smislu na skupu pri-
rodnih brojeva? Sve navedene radnje transformisu dva prirodna broja u nekakav rezultat
koji moze, a ne mora biti prirodan broj.

Ako sabirate dva prirodna broja, rezultat (zbir) je uvek prirodan broj. Dakle, sabiranje
jeste operacija na skupu prirodnih brojeva (ta¢nije, i na skupu N i na skupu Np).

Ako oduzimate dva prirodna broja, rezultat (razlika) ¢e nekada biti prirodan broj
(5 — 2 na primer), nekad ne (na primer, 2 — 5 nije prirodan broj). Dakle, oduzimanje
nije operacija na skupu prirodnih brojeva (ni na skupu N, ni na skupu Nj). Oduzimanje
je ujedno i primer da redosled prirodnih brojeva koji ucestvuju u toj radnji utice na
rezultat oduzumanja, dok kod sabiranja redosled sabiraka ne igra nikakvu ulogu, tj. zbir
je uvek isti bez obzira na redosled sabiraka.

Ako mnozite dva prirodna broja, rezultat je uvek prirodan broj. Dakle, mnozenje jeste
operacija na skupu prirodnih brojeva (i na skupu N i na skupu Ny). Ovo nije neocekivan
rezultat, poSto mnozZenje nije nista drugo ve¢ ponovljeno sabiranje: umesto da piSemo
3+ 3+ 3+ 3+ 3, mozemo pisati 3 -5 ili 5- 3. Dakle, i kod mnozenja redosled brojeva
koji ucestvuju u toj radnji (¢inioci ili faktori) ne uti¢e na rezultat mnozenja (proizvod),
bas kao Sto redosled sabiraka ne uti¢e na zbir. Dakle, svojstva mnozenja su direktna
posledica svojstava sabiranja.


http://arhimed.matf.bg.ac.rs/~misko/flf/i1/materijali/brojevi/rimskiBrojevi.html
http://arhimed.matf.bg.ac.rs/~misko/flf/i1/materijali/brojevi/rimskiBrojevi.html

Deljenje zasluzuje posebnu paznju. Postoji nekoliko vrsta deljenja, ovde ¢emo razmo-
triti celobrojno deljenje na skupu prirodnih brojeva.

2.2 Celobrojno deljenje

Kao sto je mnozenje ponovljeno sabiranje, tako je i celobrojno deljenje ponovljeno
oduzimanje. Podsetimo se primera iz osnovne Skole. Potrebno je 7 jabuka podeliti na
3 prijatelja tako da svako dobije $to viSe celih jabuka, a da svi dobiju podjednak broj.
Jedan nacin podele bi bio po krugovima, u svakom krugu, ako imamo bar tri jabuke,
svakom prijatelju damo po jednu, $to znaci da se u svakom krugu broj jabuka smanjuje
za tri. Ve¢ posle drugog kruga ostaje samo 7 — 3 — 3 = 1 jabuka te se deoba prekida.
Broj jabuka koji je dobio svaki prijatelj je isti kao broj uspeSnih krugova oduzimanja
(2) i taj broj nazivamo kolicnik pri celobrojnom deljenju, dok broj nepodeljenih jabuka
(1) nazivamo ostatak pri celobrojnom deljenju. Sem navedenog primera, u matematici se
dokazuje da vazi i sledeca lema['}

Lema 2.1 (Lema o ostatku). Neka su a i b prirodni brojevi, b > 0. Tada postoje
jedinstveni brojevi ¢ i r takvi da vazi

a=q-b+r, 0<r<b O
Lema o ostatku zapravo tvrdi sledece:

1. Celobrojnim deljenjem proizvoljnog prirodnog broja a (deljenik) brojem b (delilac
b > 0) deljenik a moZe se na jedinstven nacin razloziti na zbir ¢iji jedan sabirak
predstavlja proizvod koli¢nika ¢ i delioca b, dok je drugi sabirak ostatak r koji je
broj iz skupa {0,1,...,b— 1}.

Primer 2.1. Sledeéa razlaganja brojeva 19, 25 i 35 su posledica Leme o ostatku:
19=3-5+4 (a=19,b=5,q=3,r=4, 0<r=4<5=0)
25=2-9+7 (a=25b=9,g=2,r=7, 0<r=7<9=0)
35=5-7+0 (a=35b="7,q=57r=0, 0<r=0<7=bh).

2. Ostatak je uvek prirodan broj manji od broja kojim se deli (delioca), a moze biti

i nula. U tom smislu u matematici nikada neé¢emo reéi da je deljenje bez ostatka;
ostatak uvek postoji, samo $to je ponekad jednak nuli.

3. Celobrojno deljenje nije jedna, ve¢ dve povezane operacije na proSirenom sku-
pu prirodnih brojeva Ny. Rezultat jedne operacije je celobrojni koli¢nik, a druge
ostatak pri celobrojnom deljenju. Ako izbacimo nulu iz skupa prirodnih brojeva,
celobrojni koli¢nik i ostatak pri celobrojnom deljenju vise nisu operacije.

Operacije celobrojnog deljenja oznac¢avaé¢emo na slede¢i nacin:
7/3 = 2 (koli¢nik)
7 mod 3 = 1 (ostatak)

4Lema je skradeni naziv za ,,pomocéno tvrdenje’ u matematici.




2.3 Stepeni

Kao §to je mnozenje ponovljeno sabiranje, tako su stepeni ponovljeno mnozenje.

Na primer, izraz 3 -3 -3 -3 - 3 se skra¢eno predstavlja kao 3°, pri femu se 3 naziva
osnova stepena, b izloZilac ili eksponent stepena.

U materijalu Uvodna podsecanja opisana su osnovna pravila rada sa stepenima:

1. Stepeni istih osnova se mnoze tako Sto se osnova prepise, a izlozioci saberu.

Neposredna posledica ovog pravila je da, ako podelite dva ista stepena jedan dru-
gim, dobicete s jedne strane broj 1, a sa druge osnovu stepenovanu nulom. Dakle,
svaki prirodan broj stepenovan nulom daje jedinicu.

a’ =1
3. Stepen ¢ija je osnova takode stepen naziva se stepen stepena, na primer (3%)2.

Njegova vrednost se ra¢una tako §to se osnova njegove osnove (3) prepise, a izlozioci
pomnoze (u navedenom primeru 3*2 = 38).

Navedena pravila racunanja stepenima se neposredno proveravaju na primerima u kojima
se umesto konkretnih brojeva (3, 4 1 5) mogu navesti proizvoljni prirodni brojevi:

3*.3"=3-3-3-3-3-3-3-3-3=3"=3""
H 7

1 sli¢no za preostala pravila.

2.4 Pozicioni zapis brojeva

Sta znadi zapis broja 3247

I nadin tumacenja zapisa: Zapis 324 oznacava koli¢inu koju ¢ine tri stotine, dve
desetice i Cetiri jedinice. Sta predstavljaju desetice, stotine i hiljade (a takode i koli¢ine
poput deset hiljada, sto hiljada, milion, milijarda i tako dalje)? U pitanju su nazivi za
stepene broja deset. Cak i jedinica moze da se shvati kao stepen broja deset, posto svaki
broj (pa i deset) stepenovan nulom daje jedinicu (10° = 1).



IT nacin tumacdenja zapisa: Ako broj 324 podelimo sa deset (celobrojno deljenje),
zabelezimo koli¢nik i ostatak i nastavimo da ponavljamo postupak sa dobijenim koli¢ni-
kom sve dok u nekom trenutku koli¢nik ne postane nula, dobijamo sledeéi rezultat (prvi
red oznacava vrednosti koli¢nika, a drugi — vrednosti ostatka pri celobrojnom deljenju):

koli¢nik 324 32 3 0
ostatak 4 2 3

Vidimo da su cifre zapisa zapravo ostaci pri deljenju sa deset, zapisani u obrnutom
redosledu u odnosu na redosled kojim su izrac¢unati (poslednji dobijeni ostatak 3 je prva
cifra u zapisu broja 324).

Ako izaberemo neki prirodan broj veéi od 1, zovimo ga osnova, tada I nacin tumacenja
zapisa govori da se svaki prirodan broj moze razloziti na zbir stepena osnove. Stepeni
osnove ovde predstavljaju razli¢ite manje i ve¢e merne jedinice u procesu brojanja, kao
Sto se u fizici koristi SI sistem mera sa manjim i ve¢im jedinicama (na primer, milimetar,
centimetar, decimetar, dekametar, hektometar, kilometar itd. kao manje i ve¢e merne
jedinice u odnosu na osnovnu mernu jedinicu za duzinu — metar). Pri tome je odnos
vece 1 manje jedinice za svaku fizicku veli¢inu u SI sistemu odredeni stepen broja deset
(kilometar je 10 metara, metar je 10? centimetara, centimetar je 10 milimetara itd.).

Prilikom razlaganja se trudimo da krajnji koeficijenti uz stepene uvek budu manji od
osnove kako bi se u razlaganju pojavili najvisi moguci stepeni osnove. Medu razlaganjima
— broja trideset sedam na zbir stepena broja deset, Sesnaest, dvanaest, pet i dva,
razlaganja i najbolje ilustruju da se Zeljeni rezultat postize tako sto koeficijente
uz stepene delimo osnovom sve dok se ne postigne da koeficijent uz svaki stepen osnove
bude neki ostatak pri deljenju osnovom:

trideset sedam = 3-104+7=3- 10" +7-10°
trideset sedam =2-16+5=2-16' + 5 - 16°
trideset sedam =3-12+1=3-12' +1-12°
trideset sedam =7-54+ 2 =
=(1-5+2)-5+2=
=1-524+2.5'4+2.5°

(Rs) trideset sedam = 18 -2+ 1 =
=9-2+0)-2+1=
=9-2240-2+1=

=(4-2+41)-2240-2+1=
=4.2241-2240-241=
=(2-24+0)-2°+1-2°40-2+1=
=2.2240-2241-2240-24+1=
=(1-2+0)-2'4+0-2°+1-224+0-2+1=
=1-2240-2240-22+1-224+0-2t+1-2°



U razlaganjima — namerno uzimamo u obzir svaki koli¢nik i ostatak kako bi
se u krajnjem razlaganju pojavili svi stepeni izabrane osnove, bez obzira da li je njihov
koeficijent nula ili ne. Na taj nacin, izborom odredene osnove za osnovnu mernu jedinicu
koli¢ine, istu koli¢inu ,trideset sedam” mozemo predstaviti kao zbir (ve¢ih i manjih)
izvedenih mernih jedinica za koli¢inu koje su, u stvari, stepeni osnovne jedinice.

Po ugledu na zapis koji smo navikli da koristimo u dekadnom brojnom sistemu,
razlaganja — broja trideset sedam mozemo skrac¢eno zapisati na sledece nacine:

(Z1) trideset sedam = 37,9 = 37 (zapis u osnovi deset)
(Zs) trideset sedam = 254 (zapis u osnovi Sesnaest)
(Z3) trideset sedam = 31y (zapis u osnovi dvanaest)
(Zy) trideset sedam = 1225 (zapis u osnovi pet)

(Zs) trideset sedam = 100101, (zapis u osnovi dva)

Pri tome je vazno i kako ¢itamo zapise (Z1))-(Z5):

(C2) 2546 nije ,dvadeset pet”, veé ,dva pet u osnovi Sesnaest”, u smislu ,,dva puta Sesnaest
plus pet”;

(C2) 3112 nije ,trideset jedan”, veé¢ ,tri jedan u osnovi dvanaest”, u smislu ,tri puta
dvanaest plus jedan”;

(C2) 1225 nije ,sto dvadeset dva”, veé¢ ,jedan dva dva u osnovi pet”, u smislu ,jedan
kvadrat petice plus dve petice plus dva”;

(C2) 1001015 nije ,,sto hiljada sto jedan”, veé¢ jedan nula nula jedan nula jedan u osnovi
dva”, u smislu ,,zbir stepena broja dva u kom se pojavljuje jedan peti stepen broja
dva, nijedan Cetvrti stepen broja dva, nijedan treéi stepen broja dva, jedan kvadrat
broja dva, nijedan prvi stepen broja dva i jedan nulti stepen broja dva”.

Zasto izbegavamo da broj jedan koristimo kao osnovu? S jedne strane, svi
stepeni broja 1 su jednaki 1; s druge strane, svaki broj je deljiv jedinicom, tj. ostaci pri
deljenju jedinicom su uvek jednaki nuli. To bi znacilo da je najvec¢a (i jedina) cifra u
sistemu sa osnovom 1 jednaka nuli. Samim tim, brojeve veée od 1 ne mozemo razloziti na
zbir stepena jedinice na naéin slican razlaganjima (Ry))-(Rs)), niti uvesti skraceni zapis tih
razlaganja poput —. Ako bismo napravili izuzetak i dozvolili da jedino u sistemu
sa osnovom 1 i sama osnova bude tretirana kao cifra, onda bi se zapis prirodnog broja n
sveona 11...1, Sto bi bio izuzetno neprakti¢an zapis, a o mogu¢nostima ra¢unanja sa tim

zapisom i da ne govorimo. Osim toga, svaka oznaka 1, 10, 100, 100...0 bi oznacavala
~—

istu koli¢inu (jedan), a i ostali prirodni brojevi bi imali viSestruku reprezentaciju (na
primer, koli¢ina 2 bi mogla da se predstavi kao 11, 101, 1010, 1001, 100...01 itd.)

n
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Zakljudci:

1. Ako uporedimo zapis broja trista trideset tri u rimskom i dekadnom sistemu
(CCCXXXIIT i 333) vidimo sledece: u rimskom sistemu svaka ista cifra vredi isto
bez obzira na kojoj se poziciji nalazi (C je uvek sto, X je uvek deset, I je uvek jedan)
jedino se menja znak ispred cifre ako je manja cifra levo od veée (IV = —1 + 5).
Medutim, u dekadnom sistemu vrednost cifre zavisi od pozicije na kojoj se nala-
7i, zato §to svaka pozicija odgovara razli¢itom stepenu osnove (prva trojka vredi
tri puta sto, druga — tri puta deset, a tre¢a samo tri). Zato se brojni sistemi
poput rimskog nazivaju nepozicioni brojni sistemi, dok je dekadni sistem primer
pozicionog brojnog sistema.

2. Kao 8to smo se dogovorili u prvom razredu osnovne skole da broj predstavljamo
zapisom koji oznacava koliko on sadrzi odredenih stepena broja deset (jedinice,
desetice, hiljade itd.), isto tako je mogao pasti dogovor pri kojem bi umesto broja
deset izabrali neki drugi prirodan broj n (n > 1) kao osnovu. U tom slu¢aju zapis
proizvoljnog prirodnog broja m u osnovi n bi predstavljao skra¢eni zapis razlaganja
broja m na zbir stepena izabrane osnove n, pri ¢emu . Prema tome, dekadni sistem
nije jedini pozicioni sistem, ve¢ svaki prirodni broj n veéi od jedan definiSe jedan
pozicioni brojni sistem sa osnovom n.

3. Nije potrebno da zadati broj razlazemo na zbir stepena neke osnove da bismo do-
bili zapis broja u toj osnovi. Dovoljno je da broj podelimo osnovom, zabelezimo
koli¢nik i ostatak i ponavljamo postupak dele¢i svaki put poslednji dobijeni kolic-
nik osnovom sve dok ne dobijemo koli¢nik nula. Tada dobijeni ostaci (ukljucujuéi
i nule), uzeti u obrnutom redosledu od onog kojim su izra¢unati formiraju zapis
broja u koris¢enoj osnovi. Opisani algoritam (,,recept”) za konverziju broja iz de-
kadnog broja sistema u zadatu osnovu n, kao i tumacenje pozicionog zapisa broja
u osnovi n (8to je isto $to i konverzija iz sistema sa osnovom n u osnovu deset),
predstavljaju najvaznije gradivo koje treba savladati za dalji rad.

Primer 2.2. Sledeée brojeve pretvoriti iz dekadnog sistema u sistem sa osnovom dva,
pet i sedam, a potom proveriti tacnost dobijenog pozicionog zapisa broja obrnutom
konverzijom u dekadni sistem: a) 149; b) 5782; ¢) 10931.

Regenje.  a) Pretvorimo broj 149 u osnove dva, pet i sedam.

(i) Osnova 2:

Primeni¢emo ranije opisani postupak uzastopnog celobrojnog deljenja broj
149 osnovom u koju Zelimo da ga prebacimo (dva), pri ¢emu u tabeli belezimo
koli¢nike (u prvom redu tabele) i ostatke (u drugom redu tabele). U prvoj
¢eliji prvog reda belezimo sam broj 149, u susednoj ¢eliji desno belezimo
njegov koli¢nik pri deljenju sa dva, a u susednoj ¢eliji ispod belezimo ostatak
pri tom deljenju. Postupak ponavljamo za svaki dobijeni koli¢nik sve dok ne
dobijemo koli¢nik jednak nuli.

149 74 37 18 9 4 2 1 0
1 0 1 0 1 0 0 1
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Zapis broja 149 u osnovi 2 formiramo zapisivanjem ostataka pri deljenju sa
2, ali u obrnutom redosledu u odnosu na njihovo ra¢unanje (zdesna nalevo):

149 = 1001 01019

Radi lakse ¢itljivosti u zapisu razdvajamo grupe od po Cetiri cifre zdesna
nalevo i obavezno navodimo oznaku osnove pozicionog sistema (2).

Ostaje jos da proverimo ta¢nost zapisa primenom obrnute konverzije iz siste-
ma sa osnovom 2 u sistem sa osnovom deset (ispod pozicija cifara u zapisu
su oznaceni izlozioci odgovarajuceg stepena osnove):

1001 0101, =1-2"40-2°40-2241-2*40-224+1-2240-2'+1-2" =
7654 3210

=1284+0+0+0+16+0+4+0+1=149.

(ii) Osnova 5: ponavljamo isti postupak, samo $to sada delimo brojem 5 posto on
predstavlja osnovu.

149 29 d 1 0
4 4 0 1

149 = 10445

Provera:%(géllélg,:1-53—|—O-52+4-51—|—4-50=
=125+ 0+ 20 + 4 = 149.

(iii) Osnova 7: ponavljamo isti postupak, samo §to sada delimo brojem 7 posto on
predstavlja osnovu.

149 | 21 3 0
2 0 3
149 = 302,

vaera:g,(l)g?:3~72+0-71+2-7°:3-49+0+2:147+0+2:149.

b) Pretvorimo broj 5782 u osnove dva, pet i sedam.

(i) Osnova 2:

0782| 2891| 1445| 722 | 361 | 180 |90 | 45 |22 |11 | 5 | 2 | 1 | O
0 1 1 0 1 0 oj1rjo0(1}1]0]1

5782 =1 0110 1001 0110,
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Provera (ispod pozicija cifara u zapisu broja oznaceni su izlozioci odgovara-
juceg stepena osnove, pri ¢emu su dvocifreni izlozioci 10, 11 i1 12 zbog jedno-
stavnijeg zapisa predstavljeni samo poslednjom cifrom koja je podvucena):

[N p—
=

110 1001 0110, = 1-22 4+0-2" +1-21041.2940-28+1-2"40- 26+
098 7654 3210

+0-22+1-240-22+1-2241-2'4+0-2°=
= 4096 + 0+ 1024 + 512+ 0 + 128 + 0+
+04+164+0+4+2+0=5782.

(ii) Osnova b5:

5782 | 1156 | 231 46 9 1 0

5782 = 14 11125

141112 =1-54+4-5*+1-53+1-524+1-5'+2.5° =
54 3210

=31254+4-625+125+25+5+2 =

= 31254 2500 4+ 125+ 25 + 5 + 2 = 5782.

(ili) Osnova T:

5782 | 826 118 16 2 0
0 0 6 2 2

5782 = 2 26007

22600, =2-7"4+2-7+6-74+0-7"+0-7" =
4 3210

=2-24014+2-3434+6-49+0+0=
= 4802 + 686 + 294 + 0 + 0 = 5782.

¢) Pretvorimo broj 10931 u osnove dva, pet i sedam.

(i) Osnova 2:

10931 | 5465| 2732| 1366| 683 | 341 | 170 | 85 [ 42 |21 |10 | 5 | 2 | 1

1 1 0 0 1 1 0 1{0}1]70]1]0]1

10931 = 10 1010 1011 0011,
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Provera (kao i u prethodnim primerima, dvocifreni izlozioci 10, 11, 12 i 13
stepena osnove, navedeni ispod odgovarajucih pozicija u zapisu broja, pred-
stavljeni su, zbog jednostavnijeg zapisa, samo poslednjom cifrom koja je po-
dvucena):

‘whﬂ
NSO
[Ty
=

010 1011 0011, =1-284+0-22 4+ 1.2 40204 1.2240-28+1-27+
098 7654 3210

+0-2041-2541-240-224+0-22+1-2'4+1-2°=
= 81924 0+ 2048 + 0 + 5124 0 + 128 + 0 + 32+
+16+0+0+2+1=10931.

(ii) Osnova 5:

10931 | 2186 | 437 87 17 3 0

10931 = 32 22115

322211 =3-5°+2-5*4+2.53+2.52+ 1.5 +1.5° =
54 3210

=3-3125+2-625+2-125+2-25+5+1=
= 9375 + 1250 + 250 + 50 + 5 + 1 = 10931.

(iii) Osnova T:

10931 | 1561 | 223 31 4 0

10931 = 4 3604+

43604, =4-7*+3- 7 +6-72+0-T'+4.7° =
4 3210

=4-2401+3-343+6-49+0+4 =

= 0604 + 1029 + 294 + 0 + 4 =

= 10931.

Ubuducée ispod cifara u pozicionom zapisu broja ne¢emo oznacavati izlozioce. Oznake
izlozioca nam svakako nece biti potrebne prilikom racunanja kratkih pozicionih zapisa
(tj. prebacivanja u dekadni sistem brojeva koji nemaju vise od 5 cifara), ali za duze
zapise je poZeljno da ih navedemo (makar negde sa strane, na pomocénom delu papira)
kako ne bismo pogresili u racunu.

Domadi zadatak 2.1. Brojeve iz primera [2.2] pretvoriti iz dekadnog sistema u sistem
sa osnovom cetiri i osam, a potom proveriti ta¢nost dobijenog pozicionog zapisa broja
obrnutom konverzijom u dekadni sistem.
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3 Predavanje, 23. X

3.1 ,,Magi¢ne” oznake 10, 100, 1000. ..

Sta predstavljaju oznake 10, 100, 1000 itd. u sistemu sa osnovom n? Pogledajmo
primer (3.1

Primer 3.1. Sledece jednakosti odreduju vrednost oznake 10 u pozicionim sistemima
sa osnovom dva, tri, ¢etiri, pet, osam i Sesnaest.

10, =1-2"+0-2°=2'=2
105 =1-3'40-3=3'=3
10, =1-4"4+0-42=4' =4
105 =1-5"4+0-5"=5"=5
10g=1-8"40-8°=8'=8
10,6 =1-16'+0-16" = 16* = 16.
U opstem slucaju, ako posmatramo proizvoljnu osnovu n, oznaka 10,, predstavlja upra-

vo osnovu n, tj. n':
10,=1-nt+0-2"=nt=n

Sta predstavlja oznaka 100,,? Pogledajmo primer

Primer 3.2. Sledece jednakosti odreduju vrednost oznake 100 u pozicionim sistemima
sa osnovom dva, tri, ¢etiri, pet, osam i Sesnaest.

100, =1-2°+0-2'+0-2° =2 (=4)
1003 =1-3"40-3"+0-3"=3" (=9)
100, =1-424+0-4" +0-4° = 42 (= 16)
1005 =1-5°4+0-5"4+0-5" = 5 (= 25)
100§ =1-840-8'+0-8" =8 (= 64)
1006 =1-16°+0-16" +0- 16" = 16 (= 256).

U opstem slucaju, ako posmatramo proizvoljnu osnovu n, oznaka 100, predstavlja
kvadrat osnove n, odnosno n:

100, =1-n"+0-n'+0-n" =n’
Sta predstavlja oznaka 1000,,7 Pogledajmo primer

Primer 3.3. Sledece jednakosti odreduju vrednost oznake 1000 u pozicionim sistemima
sa osnovom dva, tri, ¢etiri, pet, osam i Sesnaest.

1000, =1-2°40-2240-2+0-2° =23 (=8)
10003 =1-3*+0-3*+0-3"40-3" =3 (=27)
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10004 =1-4°+0-4*4+0-4' +0-4° = 4 (= 64)

10005 =1-5*4+0-5+0-5'+0-5°=5° (= 125)
10003 =1-8°+0-8+0-8" +0-8" =8? (= 512)
1000;6 = 1-16* +0-16+0-16" +0-16° = 16® (= 4096).

U opStem slucaju, ako posmatramo proizvoljnu osnovu n, oznaka 1000,, predstavlja
kub osnove n, odnosno n?:

1000, =1-n*+0-n*+0-n'+0-n" =n’
Moze se pokazati da vazi i opStije tvrdenje.

Lema 3.1 (Lema o ,magi¢nim oznakama”). Oznaka koja se sastoji iz cifre 1 iza koje
sledi tacno k nula (k > 1) u pozicionom sistemu sa osnovom n oznaava k-ti stepen
osnove n:

Zaista, prvoj nuli zdesna u zapisu 10...0,, odgovara stepen osnove sa izloziocem 0,
——

k
drugoj — sa izloziocem 1, itd. (uvek je izlozilac za jedan manji od pozicije nule gledano
zdesna nalevo). Prema tome, k-toj nuli zdesna u zapisu broja odgovara stepen osnove sa
izloziocem k — 1, a cifri 1 — sa izloziocem k, te je vrednost oznake 10...0, u sistemu

k
sa osnovom 7 jednaka

10...0,=1-2"4+0-2"1 4+ 40-nt+0-n"=nk
k

Dakle, oznake 10, 100, 1000. .. predstavljaju osnovu pozicionog sistema i njene stepe-
ne, pri ¢emu broj nula u oznaci predstavlja izlozilac tog stepena. Samim tim, kada je
potrebno osnovu n ili njen stepen pretvoriti iz dekadnog sistema u pozicioni sistem sa
osnovom n, nema potrebe za racunanjem koli¢nika i ostataka pri deljenju sa n. Osnova
pozicionog sistema ¢e uvek biti oznacena sa 10, dok ¢e njen stepen imati zapis koji se
sastoji iz cifre 1 i onoliko nula iza jedinice koliki je izlozilac tog stepena osnove.

Primer 3.4. Pretvoriti broj 237 u pozicioni zapis sa osnovom 23.

Resenje. PoSto broj koji pretvaramo u pozicioni zapis sa osnovom 23 predstavlja sedmi
stepen te osnove (237), na osnovu leme (leme o ,magi¢nim oznakama”) reSenje je
odmah poznato:
10...023 = 1000 000093. [
7 23 23

3.2 Opste napomene o pozicionim brojnim sistemima

Pre nego $to nastavimo sa daljim izlaganjem, potrebno je da preciziramo ono §to smo
do sada videli o pozicionim sistemima i da primetimo neke njihove osobine koje nismo
naglasili na prethodnim ¢asovima.
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Cifre u pozicionom sistemu sa osnovom n mogu biti samo ostaci pri celo-
brojnom deljenju brojem n, tj. brojevi 0,1,2,...n — 1. Prema tome, pozicioni
brojni sistem ima tac¢no n razli¢itih cifara: 0,1,2,...n — 1.

Primer 3.5. Sistem sa osnovom deset (dekadni sistem) ima deset cifara: 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6,7, 810.

Sistem sa osnovom dva (binarni sistem) ima samo dve cifre: 01 1.

Sistem sa osnovom tri ima tri cifre: 0, 11 2.

Sistem sa osnovom cetiri ima Cetiri cifre: 0, 1, 2 i 3.

Sistem sa osnovom pet ima pet cifara: 0, 1, 2, 31 4.

Sistem sa osnovom osam ima osam cifara: 0, 1, 2, 3,4, 5,61 7. m

Najveéa cifra u sistemu sa osnovom n je n — 1 (v. primer [3.5)).

3.3 Sistemi ¢ija je osnova vecéa od deset. Heksadekadni sistem

Sve osnove navedene u primeru su manje od deset ili jednake tom broju. Kako
izgledaju cifre u sistemima ¢ija je osnova vec¢a od deset?

Na osnovu onoga $to smo videli, sistem sa osnovom dvanaest bi imao dvanaest cifara,
a sistem sa osnovom Sesnaest — Sesnaest cifara. Najveca cifra u sistemu sa osnovom
dvanaest bi imala vrednost za jedan manju od osnove, dakle, jedanaest, a sli¢no, u
sistemu sa osnovom Sesnaest najveca cifra bi vredela petnaest. Kako oznaciti cifre deset,
jedanaest (u sistemu sa osnovom dvanaest i esnaest), odnosno cifre trinaest, ¢etrnaest
i petnaest (u sistemu sa osnovom Sesnaest)? Oznake kojima smo do sada oznacavali
te koli¢ine u dekadnom sistemu (10, 11, 12, 13, 14, 15) ne mozemo da koristimo u
sistemima sa osnovom ve¢om od deset (pa time ni u sistemima sa osnovom dvanaest,
odnosno Sesnaest) iz dva razloga:

a) Ako odredenu koli¢inu ho¢emo da tretiramo kao cifru sistema, oznaka koli¢ine mora
predstavljati samo jednu cifru, a ne niz cifara.

b) Oznake 10, 11, 12, 13, 14, 15 predstavljaju sasvim druge koli¢ine u sistemima sa
osnovom dvanaest, odnosno Sesnaest u odnosu na njihove vrednosti u dekadnom
sistemu.

Naime, oznaka 10, kao Sto smo videli, oznacava osnovu:

1012 = 12
1016 = 16

a i ostale oznake predstavljaju vrednosti razli¢ite od njihovi dekadnih vrednosti
p=1-12"+1-12°=12+1=13
odnosno

1g=1-16"+1-16"=16+1=17 (sedamnaest)
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1216: 1
1316=1-

16" +2-
16 +3-

16°=16+2=18
16°=16+3=19

osamnaest)

devetnaest)

16°=16+4 =20
16° =16+ 5 =21

1416=1-16"+4-
156 =1-16"+5-

dvadeset)
dvadeset jedan)

I~ N N TN

Drugacije vrednosti ovih oznaka u odnosu na ono §to smo navikli u dekadnom broj-
nom sistemu pojavice se i u ostalim sistemima sa osnovom vecom od deset. Kako bi se
prevazisao ovaj problem, kada se koli¢ine vec¢e od deset ili jednake tom broju tretiraju
kao cifre, za njihovo oznacavanje se koriste slova engleske abecede:

A B C D E F
deset jedanaest dvanaest Cetrnaest petnaest

trinaest

Primer 3.6. Sistem sa osnovom dvanaest ima dvanaest cifara: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A
i B. Najveca cifra u sistemu sa osnovom dvanaest je B (jedanaest).

Sistem sa osnovom Sesnaest ima Sesnaest cifara: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,EiF.
Najveca cifra u sistemu sa osnovom Sesnaest je F (petnaest). ]

U nastavku izlaganja, izdvoji¢emo jedan pozicioni sistem sa osnovom vec¢om od deset,
koji, kao i binarni sistem, ima posebno mesto i primenu u informatici. U pitanju je
pozicioni sistemo sa osnovom Sesnaest poznatiji kao heksadekadni ili heksadecimalni
sistem.

Pre nego $to nastavimo dalje, odvojite 5 minuta i pokusajte sami da reSite sledece
zadatke:

Domadéi zadatak 3.1 (Lomljenje zlatne ¢okolade).

a) Imate na raspolaganju zlatnu polugu u obliku ¢okoladne table koja se na 6 mesta
moze prelomiti tako da dobijete 7 identi¢nih deli¢a poluge (slika . Angazovali
ste radnika da radi 7 dana i na kraju svakog dana treba da ga platite u vrednosti
jednog deli¢a (sedmine) poluge. Kako da isplatite radnika tokom 7 dana posla ako
polugu smete da prelomite najvise dva puta?

Slika 3.3: Zlatna ¢okoladna tabla sa 7 redic¢a

b) U drugoj varijanti zadatka pod a) raspolaZete polugom koja se na 14 mesta moze
prelomiti tako da dobijete 15 identi¢nih deli¢ca poluge (slika . Angazovali ste
radnika da radi 15 dana i na kraju svakog dana treba da ga platite u vrednosti
jednog deli¢a (petnaestine) poluge. Kako da isplatite radnika tokom 15 dana posla
ako polugu smete da prelomite najvise tri puta?
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1{2(3|4|5(6|7|8|9|(10|111|12|13(14|15

Slika 3.4: Zlatna cokoladna tabla sa 15 redic¢a

3.4 Brzo pretvaranje cifara heksadekadnog sistema u binarne
brojeve i obrnuto

Pogledajmo kako izgledaju cifre heksadekadnog sistema (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, A, B,
C, D, E i F) kada se pretvore u binarne brojeve. Dekadne vrednosti cifara heksadekadnog
sistema odgovaraju brojevima od 0-15, pa je njihova vrednost manja od 16 = 2% =
100002, najmanjeg petocifrenog binarnog broja. Prema tome, jasno je da se brojevi 0-15
mogu predstaviti binarnim brojevima koji imaju najvise cetiri cifre. To je u skladu sa
¢injenicom da je 23 = 8 najveci stepen broja 2 koji je manji od 15, §to znaci da se svaka
cifra heksadekadnog sistema moze predstaviti kao zbir stepena 22 =8, 22 =4, 2! =21
20 = 1, pri ¢emu se svaki stepen pojavljuje u zbiru najvige jednom:

8 4 2 1
———— g =——— —

2
3 210

Zapis ¢etvorocifrenog binarnog broja ukazuje koji se od stepena 23 = 8,22 =4, 2! =2
i 2° = 1 pojavljuje u zbiru, odnosno razlaganju dekadne vrednosti broja: ako je na
poziciji nekog stepena cifra 0, taj stepen se ne pojavljuje u zbiru; ako je pak na poziciji
nekog stepena cifra 1, to znaci da se taj stepen pojavljuje kao sabirak u razlaganju broja.

Navedeno svojstvo Cetvorocifrenih binarnih brojeva omogucava jednostavniji nacin
da odredimo binarni zapis za cifre heksadekadnog sistema i da izbegnemo celobrojno
deljenje:

(i) Neka je V promenljiva koja je na pocetku jednaka dekadnoj vrednosti heksadekad-
ne cifre.

(ii) Dekadnu vrednost heksadekadne cifre razlaZemo na zbir stepena u ¢etiri koraka
tako 8to u svakom koraku pokuSavamo da od promenljive V' oduzmemo jedan po
jedan stepen 22 =8, 22 = 4, 2! =21 29 = 1, redom od najveéeg ka najmanjem.

(iii) Ako je V vece ili jednako od stepena koji pokusavamo da oduzmemo, smanjujemo
V' za vrednost stepena, upisujemo 1 na poziciji koja odgovara tom stepenu u binar-
nom zapisu i postupak nastavljamo sa dobijenom razlikom, tj. novom vrednoséu
promenljive V.

(iv) Ako neki stepen ne mozemo da oduzmemo od trenutne vrednosti promenljive V'
(zato §to V' ima manju vrednost od tog stepena), upisujemo 0 na poziciji koja odgo-
vara tom stepenu u binarnom zapisu i postupak nastavljamo sa slede¢im stepenom
u nizu.
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Primer 3.7. Tlustrujmo opisani postupak na primeru binarnog zapisa heksadekadnih
cifara 6 i D.
a) Postupak za odredivanje binarnog zapisa cifre 6:

(i) V = 6. Posto je 6 < 8, ne mozemo da oduzmemo 8 od V' i na poziciji koja
odgovara tom stepenu upisujemo 0.

(ii) V = 6. Posto je 6 > 4, mozemo da oduzmemo 4 od V i na poziciji koja
odgovara tom stepenu upisujemo 1.

842 1
01——2=01—-—

3210

(iii) Nova vrednost V' =6 — 4 = 2. Posto je 2 > 2, mozemo da oduzmemo 2 od V/
i na poziciji koja odgovara tom stepenu upisujemo 1.

(iv) Nova vrednost V' =2 —2 = 0. Posto je 0 < 1, ne mozemo da oduzmemo 1 od
V' i na poziciji koja odgovara tom stepenu upisujemo 0.

Dakle, 6,6 = 0110,. Binarni zapis mozemo da tumacimo dekadno na sledeci
nacin: 6 =044 + 2 + 0, gde nule piSemo umesto stepena 81 1.

b) Postupak za odredivanje binarnog zapisa cifre Dig = 134¢:

(i) V = 13. Posto je 13 > 8, mozemo da oduzmemo 8 od V' i na poziciji koja
odgovara tom stepenu upisujemo 1.

(ii) V =13 —8 = 5. Posto je 5 > 4, mozemo da oduzmemo 4 od V' i na poziciji
koja odgovara tom stepenu upisujemo 1.
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(iii) Nova vrednost V' =5—4 = 1. Posto je 1 < 2, ne mozemo da oduzmemo 2 od
V' i na poziciji koja odgovara tom stepenu upisujemo 0.

(iv) V = 1. Posto je 1 > 1, mozemo da oduzmemo 1 od V i na poziciji koja
odgovara tom stepenu upisujemo 1.

8421
1101, =1101,
3210

Dakle, D;g = 1101,. Binarni zapis moZzemo da tumac¢imo dekadno na sledeci
nacin: 13 =8+ 4+ 0+ 1, gde nulu piSemo umesto stepena 2. O

Na slitan nac¢in kao u primeru [3.7 mozemo odrediti binarni zapis svih heksadekadnih

cifara:

(3.1)

heksad. binarni dekadno heksad. binarni dekadno

cfra zapis razlaganje cfra zapis razlaganje
016 0000 0+4+040+40 816 1000, 8+0+0+0
116 0001, 0404041 916 1001, 8+0+0+1
216 0010 0404240 A 1010, 84+0+2+0
316 0011, 0+0+2+1| By 1011, 840+4+2+1
416 0100 0444040 Ci6 1100, 8+4+0+40
D16 0101, 0+4+4+0+1 Dig 1101, 8+440+1
616 0110 0444240 Eig 1110, 8+4+2+0
T16 0111, 0444241 Fig 1111, 8+4+2+1

Kada je u pitanju zapis nula u pozicionom zapisu broju, vaze ista pravila kao u de-
kadnom sistemu: nule na desnom kraju zapisa prirodnog broja su bitne i ne mogu se
zanemariti (kao §to u dekadnom 103 i 10300 nisu isti brojevi, tako i parovi 115 i 1100s,
odnosno A3;4 i A30044, ne predstavljaju iste brojeve; 10300 je sto puta veéi broj od 103,
11005 je 4 puta vecéi broj od 11s, dok je A300;4 256 puta vecéi broj od A3y6). S druge
strane, nule koje se nalaze na pocetku zapisa broja (na levom kraju) nisu bitne i mogu
se zanemariti (kao $to su 205 i 00205 isti dekadni brojevi, tako su i 115 i 00115 jednaki
binarni brojevi, a isto vazi i za heksadekadne brojeve B6js i 000B615). Medutim zapis
svake heksadekadne cifre kao ¢etvorocifrenog binarnog broja sa nulama na levom kraju u
pojedinim slucajevima ima svoje prednosti kao Sto ¢emo videti na slede¢em predavanju.
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4 Predavanje, 30. X

4.1 Pretvaranje brojeva iz jedne osnove u drugu pri ¢emu su
obe razli¢ite od deset

U opstem slucaju, ako je potrebno da pretvorimo broj iz osnove n u osnovu m, pri
¢emu je m # n i m,n # 10, na osnovu onog $to smo do sada naucili, mozemo problem
svesti na dve konverzije koje znamo da uradimo:

(i) konverziju broja iz osnove n u dekadni sistem i
(i) konverziju dobijene dekadne vrednosti broja u osnovu m.

Primer 4.1. Pretvoriti broj 234; u zapis u osnovi 5.

Resenjge. Problem reSavamo primenjujuci opisane dve konverzije: najpre odredujemo de-
kadnu vrednost broja 2347 (Sto je isto §to i pretvaranje u osnovu 10), a potom pretvaramo
dobijeni broj iz dekadnog zapisa u zapis u osnovi 5:

(i) 234, =2-7?+3- 7" +4-7"=(2-7+3) - T+4=17-T+4=119+4 =123

(ii) Koristeéi celobrojno deljenje osnovom 5 i belezenjem uzastopnih koli¢nika i osta-
taka dobijamo

123 24 4 0
3 4 4

Dakle, 234; = 123 = 4435 [l

Koris¢éenje dve konverzije umesto jedne direktnog postupka pretvaranja zapisa broja iz
jedne osnove u drugu predstavlja o¢igledan nedostatak postupka opisanog u primeru 4.1}
U opstem slucaja direktna konverzija je moguca pod uslovom da nam je poznato kako
se deli brojem 5 u pozicionom sistemu sa osnovom 7, ali to nije sluc¢aj posto mi jedino
znamo da ra¢unamo u dekadnom sistemu. Prema tome, u opstem sluc¢aju ne raspolazemo
tehnikom direktne konverzije jedne osnove u drugu, pri ¢emu su obe razlic¢ite od deset.
Da li resenje postoji u nekim specijalnim slu¢ajevima?

4.2 Pretvaranje brojeva iz jedne osnove u drugu pri ¢emu je
neka od njih stepen one druge

Pretpostavimo da su n i m dve osnove razlic¢ite od deset, ali takve da je jedna stepen
druge, tj. postoji prirodan broj k& > 1 takav da je m = n*. U tom sluc¢aju se moze
pokazati da se svaka cifra sistema sa ve¢om osnovom (m = n¥) moze predstaviti k-
tocifrenim brojem (broj sa k cifara) u manjoj osnovi (n).

Primer 4.2. Veé smo videli (tablica str. da svakoj cifri heksadekadnog sistema
(dakle, osnove 16 = 2%) odgovara ¢etvorocifreni binarni broj (broj u osnovi 2).

Sli¢na situacija je i sa ciframa pozicionog sistema sa osnovom 4 = 22 (kvaternarni
sistem) i pozicionog sistema sa osnovom 8 = 23 (oktalni sistem), tj. kvaternarnim ciframa
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0-3 odgovaraju dvocifreni binarni brojevi, a oktalnim ciframa 0-7 odgovaraju trocifreni
binarni brojevi (tablica [4.2)).

kvaternarna binarni  dekadno | oktalna binarni  dekadno
cafra zapis  razlaganje | cifra zapis  razlaganje
04 004 040 Os 0002 04+0+0
1y 01, 0+1 1 0015 0+0+1
(4.2) 24 10, 240 2g 0104 0+2+0
’ 34 11, 241 38 011, 0+2+4+1
4g 100, 44040
g 101, 44041
6 110, 44240
Ts 111, 44241

]

U specijalnom slu¢aju kada je jedna osnova (m = n*) stepen druge osnove n, direktna
konverzija je moguc¢a u oba smera, tj. iz veée osnove m u manju osnovu n i obrnuto,
pri ¢emu se koristi pomenuto svojstvo da se cifre vete osnove mogu predstaviti kao
k-tocifreni brojevi u manjoj osnovi.

Direktna konverzija iz osnove m = n” u osnovu n se obavlja zamenom svake cifre
sisterma sa osnovom m njenim k-tocifrenim zapisom u osnovi n.

k

Primer 4.3. Sledec¢e brojeve pretvoriti u binarni zapis ne pretvaraju¢i ih u dekadni
zapis: a) A9C346; b) 7165g; ¢) 2213,.

Regengje. Prilikom resavanja ovog zadatka mozemo koristiti tablice i ali se treba
navikavati da cifre prevodimo bez njih koristeé¢i ranije objasnjeno dekadno razlaganje
broja na zbir stepena broja 2 (8 +4 + 2 + 1 za cifre osnove 16, 4 + 2 + 1 za cifre osnove
8, 2+ 1 za cifre osnove 4, pri ¢emu se svaki sabirak pojavljuje najvise jednom i uvek iz
date cifre izvla¢imo najve¢e moguce sabirke).

a) Svaku heksadekadnu cifru zamenjujemo ¢etvorocifrenim binarnim brojem jer je
veca osnova (16) Cetvrti stepen manje osnove (2):

Aig=8+0+2+0=1010,
916 =8+0+0+1=1001,
Cig =844 +0+0=1100,
316=0+0+2+1=0011,

A9C3:6 = 1010 1001 1100 0011,.

b) Svaku oktalnu cifru zamenjujemo trocifrenim binarnim brojem jer je vec¢a osnova
(8) treci stepen manje osnove (2):

Te=4+241=111,
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lg=0+0+1=001,
6s =4+240= 110
58 =4+0+1=101,

71658 = 111 001 110 101 = 1110 0111 0101,.

¢) Svaku kvaternarnu cifru zamenjujemo dvocifrenim binarnim brojem jer je veca
osnova (4) drugi stepen manje osnove (2):
24 == 2 + 0 - 102
1, =04+1=01,
31=2+1=11,

2213, =10 10 01 115 = 1010 0111,.

Resenja moZzemo proveriti primenom programa Calculator u okviru operativnog sistema
Windows. Po pokretanju programa, potrebno je u meniju View izabrati opcije Program-
mer 1 Digit grouping. Opcija Programmer prebacuje kalkulator u rezim koji omogucava
rad sa dekadnim, binarnim, oktalnim i heksadekadnim brojevima, kao i njihovu medu-
sobnu konverziju. Opcija Digit grouping poboljSava ¢itljivost brojeva tako Sto se cifre
dele u grupe medusobno razdvojene razmakom (binarni, oktalni i heksadekadni brojevi),
odnosno zapetom (dekadni sistem). U slu¢aju binarnog i heksadekadnog sistema opci-
ja Digit grouping grupiSe po Cetiri cifre zdesna nalevo, dok se kod oktalnih i dekadnih
brojeva grupisu po tri cifre zdesna nalevo (Slika .

Pre unosa broja u Calculator-u koristeé¢i zapis u odredenoj osnovi treba izabrati od-
govarajuc¢u opciju koja odgovara toj osnovi (Hex: 16, Dec: 10, Oct: 8, Bin: 2), dok se
konverzija vr8i tako §to se posle unosa broja izabere ciljna osnova (Slika . Podrazu-
mevana osnova na pocetku rada je deset.

Posto Calculator ne podrzava kvaternarni pozicioni sistem, resenje poslednjeg zadatka
mozemo proveriti kombinujuéi konverziju iz osnove 4 u dekadni sistem i konverziju iz
dekadnog u binarni sistem (u poslednjem slucaju iskoristi¢emo Calculator).

2213, =2-4° 42424+ 1-4' +3-4°=((2-44+2)-4+1)-4+3 =
=(10-4+1)-4+3=41-4+3=167 O

k

Direktna konverzija iz osnove n u osnovu m = n" se obavlja u dva koraka:

(i) cifre zapisa broja u osnovi n se grupiSu zdesna nalevo tako da svaka grupa ima
tatno k cifara (ako to nije sluc¢aj sa prvom grupom sleva, ona se moze dopuniti
odgovarajué¢im brojem nula sa leve strane tako da se vrednost broja ne promeni);

(i) svaka dobijena grupa (k-tocifreni broj u osnovi n) se tretira kao zapis cifre sistema
sa osnovom m = nF u osnovi n i zamenjuje se odgovarajué¢om cifrom u osnovi

m = nk.
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(c) dekadni i binarni sistem

Slika 4.5: Rezim za unos i konverziju brojeva u programu Calculator
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Primer 4.4. Ne pretvarajué¢i u dekadni sistem, binarni broj 1101 0110 1110 0011,
pretvoriti u zapis: a) u osnovi 16; b) u osnovi 8; ¢) u osnovi 4.

Resengje. 1 prilikom reSavanja ovog zadatka mozemo koristiti tablice i[4.2] ali se one
mogu izbeé¢i tumacenjem cetvorocifrenog, trocifrenog i dvocifrenog binarnog broja kao
zbira odgovarajuc¢ih stepena broja 2 (8 +4 + 2 + 1 za cifre osnove 16, 4 + 2 + 1 za cifre
osnove 8, 2 + 1 za cifre osnove 4).

a) Najpre cifre zapisa datog broja u osnovi 2 grupiSemo zdesna nalevo tako da svaka
grupa ima ta¢no 4 binarne cifre (posto je 16 = 2%. Radi lakse ¢itljivosti susedne
grupe mozemo razdvajati razmakom ili uspravnom crtom. U ovom primeru zadati
broj je ve¢ podeljen razmakom na grupe od po cetiri cifre zdesna nalevo. Osta-
je da izracunamo dekadnu vrednost svake grupe binarnih cifara i zamenimo je
odgovaraju¢om heksadekadnom cifrom:

1101, =844+ 0+ 1 = Dyg
01105 =0+ 442+ 0 = 614
1110, =8+ 4+ 240 =E4
0011, =0+ 042+ 1 =344

1101 0110 1110 0011y = DBE3y5.

b) Najpre cifre zapisa datog broja u osnovi 2 grupisemo zdesna nalevo tako da svaka
grupa ima ta¢no 3 binarne cifre (posto je 8 = 23):
1101 0110 1110 00115 =1 101 011 011 100 011,
lo=04+0+1=1g
101, =4+ 0+ 1 = 5g
011, =0+2+1 =35
100 =4 + 0+ 0 = 4g

1101 011 011 100 0115 = 153 343s.

¢) Najpre cifre zapisa datog broja u osnovi 2 grupigemo zdesna nalevo tako da svaka
grupa ima tacno 2 binarne cifre (posto je 4 = 2?):
1101 0110 1110 00115 =11 01 01 10 11 10 00 11,
11, =24+1=3,
0l =0+1=14
10, =24+0=24
002 =0+0 =104

110101 10111000 115 = 31 123 203,. I
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Domadéi zadatak 4.1. Ne pretvarajuci brojeve u dekadni zapis i koristeé¢i binarni sistem
kao prelazni sistem, dvostrukom brzom konverzijom pretvoriti brojeve:

a) 15B7;4 u osnove 4 i 8;
b) 6345 u osnove 4 i 16;
¢) 1001 1111 01105 u osnove 8 i 16;

Resenge. Evo reSenja samo za pretvaranje broja 15B7¢ u osnovu 8. Primeni¢emo direktnu
konverziju iz osnove 16 u osnovu 2, a potom direktnu konverziju iz osnove 2 u osnovu 8.

15B716 = 0001 0101 1011 0111, =1 0101 1011 01115 =
=1010110 110 111, = 12 6675 [J

5 Predavanje, 6. XI

Za razliku od nepozicionih brojnih sistema (poput rimskih brojeva), osnovne rac¢unske
radnje (sabiranje, oduzimanje, mnozenje i celobrojno deljenje) se izvode po relativno
jednostavnim pravilima u pozicionom sistemu sa proizvoljnom osnovom. Staviée, pravila
racunskih radnji su fakticki ista bez obzira o kojoj osnovi pozicionog sistema se radi,
jedino treba voditi racuna o tome koju osnovu koristimo u datom trenutku i kako iz-
gledaju cifre u toj osnovi. Pokaza¢emo da nije potrebno pretvarati brojeve u dekadni
sistem kako bi se nad njima obavile osnovne racunske radnje, a samim nema potrebe
ni za konverzijom rezultata u polaznu osnovu. Posebno ¢emo se osvrnuti na racunske
radnje u binarnom i heksadekadnom sistemu.

5.1 Sabiranje u pozicionom sistemu sa proizvoljnom osnovom

U primerima (5.1)—(5.3) uporedi¢emo sabiranje u dekadnom, heksadekadnom i binar-

nom sistemu.

Primer 5.1. Podsetimo se najpre kako izgleda sabiranje u dekadnom sistemu koje sva-
kodnevno koristimo na primeru zbira prirodnih brojeva 145 i 83.

1 1 1
145 145 145 145 145
g3 T g3 T g3 T g3 T g3
g 58 598 598

(i) Radi jednostavnijeg ra¢unanja sabirke i zbir navodimo jedan ispod drugog pri
¢emu se brojevi poravnavaju zdesna nalevo tako da jedna ispod druge budu cifre
na istim pozicijama (tacnije, cifre na pozicijama koje odgovaraju istim stepenima
broja deset).
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Sabiranje se odvija tako $to se sabiraju cifre sabiraka na istoj poziciji u redosledu
zdesna nalevo i rezultat svakog sabiranja cifara se ispisuje kao cifra na odgova-
rajucoj poziciji rezultata. Dakle, cifra jedinica prvog sabirka se sabira sa cifrom
jedinica drugog sabirka i rezultat se upisuje na poziciji cifre jedinica zbira, cifra
desetica prvog sabirka se sabira sa cifrom desetica drugog sabirka i rezultat se
upisuje na poziciji cifre desetica zbira i postupak se ponavlja za sve ostale parove
cifara sabiraka koji odgovaraju istim stepenima broja deset (stotine, hiljade itd).

(ii) Ako je zbir dve cifre manji od osnove (deset), taj zbir se upisuje na odgovarajucoj
poziciji. U datom primeru zbir cifara jedinica je 5 + 3 = 8 < 10 i upisuje se na
poziciji koja odgovara jedinicama u rezultatu.

(iii) Medutim, ako je zbir dve cifre dostigao broj deset ili ga premasio, tada se taj zbir
ne moze zapisati na odgovarajuc¢em mestu jer vise nije jednocifren broj. Stavise, u
tom slucaju zbir cifara odgovara zbiru razli¢itih stepena osnove (deset):

e stepena koji odgovara poziciji na kojoj se nalaze cifre koje sabiramo i
e stepena koji odgovara prvoj narednoj poziciji sa leve strane.

U datom primeru, zbir cifara na poziciji desetica je 4 +8 = 12 = 10 + 2, §to
zapravo znaci da smo sabiranjem cetiri desetice i osam desetica dobili dvanaest
desetica, odnosno jednu stotinu (deset desetica) i dve desetice. PoStujuéi pravilo
da se sabiraju samo stepeni osnove (deset) istih izloZioca (jedinice sa jedinicama,
desetice sa deseticama, stotine sa stotinama), dobijenu stotinu prenosimo u kolonu
koja odgovara stotinama, a na poziciji desetica belezimo kao rezultat dve desetice.
Primetimo da smo preneli broj deset sa pozicije desetica na poziciju stotina kao
broj 1 zato $to deset desetica vrede kao jedna stotina. Ovo pravilo da se deset
prenosi na poziciju sa leve strane kao broj 1 ¢e vaziti za bilo koju poziciju u
dekadnom zapisu zato Sto za dve susedne pozicije u dekadnom zapisu uvek vazi
da levoj poziciji odgovara stepen ¢iji je izlozilac za jedan veéi od izlozioca stepena
broja deset na desnoj poziciji, pa pozicija sa leve strane vredi deset puta vise od
pozicije sa desne strane.

Navedeno pravilo prenosa mozemo da formuliSemo i ovako: ako je zbir cifara dostigao
ili premasio osnovu (u ovom slu¢aju broj deset), za svaku pojedina¢nu pojavu osnove
u zbiru cifara prenosimo po jednu jedinicu na slede¢u poziciju sa leve strane gde ce
ucestvovati u zbiru cifara kao jedan od sabiraka. Drugim rec¢ima, prenos na sledecu
poziciju sa leve strane je koli¢nik pri celobrojnom deljenju zbira cifara na trenutnoj
pozicija osnovom (brojem deset u ovom slu¢aju). Rezultat koji beleZimo na trenutnoj
poziciji predstavlja ostatak pri celobrojnom deljenju osnovom, odnosno ono §to preostane
kada od zbira cifara oduzmemo sva pojavljivanja osnove u zbiru.

U slu¢aju kada sabiramo dva broja, prenos moze biti najvise jedan (zbir dve najvise
cifre je uvek manji od dvostruke osnove, na primer 9+ 9 = 18 = 2-9 < 2-10), dok u
slu¢aju da istovremeno sabiramo vise od dva broja, prenos moze biti i veéi od jedan.
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Primetimo da prethodno opisani postupak sabiranja brojeva 145 i 83 je zapravo kom-
paktniji zapis slede¢eg postupka:

145483 = (5+ 40+ 100) + (3+ 80+ 0) = (5 + 3) + (40 + 80) + (100 + 0) =
=8+ (40 4+ 80) + (100 + 0) = 8 + (100 + 20) + (100 + 0) =
= 8420+ (100 + 100 + 0) = 8 + 20 + 200 = 228 [
Primer 5.2. U sluc¢aju kada sabiramo dva heksadekadna broja postupamo po istim

pravilima kao u primeru [p.1] pri ¢emu sada moramo voditi racuna da je osnova broj
Sesnaest, a ne broj deset.

1 11 11 11
B3F44 B3F444 B3F444 B3F444 B3F444 B3F444
+ E5716 + E5716 + E5716 + E5716 + E5716 + E5716
816 4B16 24B16 C24B16 C24B16

(i) Prva pravilo je potpuno isto kao u primeru sa napomenom da se sada ne
sabiraju desetice, stotine i hiljade ve¢ stepeni broja Sesnaest.

(ii) Ako je zbir dve cifre manji od osnove (Sesnaest), taj zbir se upisuje na odgovara-
jucoj poziciji. U datom primeru zbir cifara jedinica je 416 + 716 = 4+ 7 =11 =
Bis < 1016 = 16 1 B upisujemo na poziciji koja odgovara jedinicama u rezultatu.

(iii) Ako je zbir cifara dostigao ili premasio osnovu (u ovom sluc¢aju broj Sesnaest),
za svaku pojedina¢nu pojavu osnove u zbiru cifara prenosimo po jednu jedinicu
na slede¢u poziciju sa leve strane gde ¢e ucestvovati u zbiru cifara kao jedan od
sabiraka. Drugim rec¢ima, prenos na slede¢u poziciju sa leve strane je kolicnik pri
celobrojnom deljenju zbira cifara na trenutnoj pozicija osnovom (brojem Sesnaest
u ovom slu¢aju). Rezultat koji belezimo na trenutnoj poziciji predstavlja ostatak
pri celobrojnom deljenju osnovom, odnosno ono §to preostane kada od zbira cifara
oduzmemo sva pojavljivanja osnove u zbiru.

U datom primeru, na poziciji koja odgovara izloziocu 1 (druga pozicija zdesna),
zbir cifara je Fig + 516 = 15+ 5 = 20 = 16 + 4 = 1444, pa kao rezultat upisujemo 4
i imamo prenos 1 na sledec¢u poziciju sa leve strane.

Na trec¢oj porziciji zdesna koja odgovara izloziocu 2 zbir prenosa i cifara je 1y +
316 tEilg =1+3+14 =18 = 16 + 2 = 1244, pa kao rezultat upisujemo 2 i imamo
prenos 1 na sledec¢u poziciju sa leve strane.

Na kraju, na poziciji koja odgovara izloziocu 3 (Cetvrta pozicija zdesna) zbir pre-
nosa i cifara je 116 +Big + 016 = 1 + 11 + 0 = 12 = Cy4, pa kao rezultat upisujemo
C, nema prenosa na slede¢u poziciju i sabiranje je zavrseno. O]

U zadacima koji se odnose na racunske radnje u heksadekadnom i binarnom sistemu
neprekidno ¢e se ponavljati tekst ,,ne pretvarajuéi u dekadni brojni sistem”. Smisao tog
teksta je da spreci da se brojevi nad kojima treba obaviti odredenu rac¢unsku radnju
najpre pretvore iz osnove koja nije 10 u dekadni sistem, kako bi se rezultat izracunao
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u dekadnom sistemu i potom pretvorio nazad u polaznu osnovu. Primetimo da smo
u primeru ipak napravili ,izlet” u dekadni sistem, ali samo radi sabiranja cifara.
Dekadni sistem nam ne bi bio potreban kada bismo znali napamet tablicu sabiranja
cifara za heksadekadni sistem, tj. heksadekadni zbir svih parova heksadekadnih cifara

(Tabela [5.5]).

+10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F
0|0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F
171 2 3 4 ) 6 7 8 9 A B C D E F 104
212 3 4 ) 6 7 8 9 A B C D E F 10 1l
313 4 5 6 7 8 9 A B C D E F 1016 1l 123
414 5 6 7 8 9 A B C D E F 105 1l 1216 135
5/ 6 7 8 9 A B C D E F 1015 1lig 125 1315 1446
6|6 7 8 9 A B C D E F ]-016 ]-]-16 1216 1316 1416 1516
7T 8 9 A B C D E F 1016 1116 1216 1316 1416 1516 1616
818 9 A B C D E F 1016 1116 1216 1316 1416 1516 1616 1716
919 A B C D E F 106 1116 1216 1316 1416 1516 1616 1716 1816
AA B C D E F 1016 ]-]-16 1216 1316 ]-416 1516 1616 1716 1816 1916
B|B C D E F 1016 1116 1216 1316 1416 1516 1616 1716 1816 1916 1A16
clc D E F 104 1l 1246 135 1415 1556 1616 1716 1815 1916 1A 1Byg
D|D E F 1016 1116 1216 1316 1416 1516 1616 1716 1816 1916 1A16 1B16 ]-Cl6
E|E F 1016 1116 1216 1316 1416 1516 1616 1716 1816 1916 1A16 1B16 1C16 1D16
FI|F 1016 1116 1216 1316 1416 1516 1616 1716 1816 1916 1A16 1B16 1C16 1D16 1E16

Tabela 5.5: Tablica sabiranja heksadekadnih cifara (bez prenosa kao trec¢eg sabirka)

S obzirom da bismo morali da pamtimo bar 256 zbirova parova heksadekadnih cifara
(zapravo samo 128 jer zbir ne zavisi od redosleda sabiraka), a u slu¢aju da uzmemo u
obzir i prenos prilikom sabiranja, jasno je da je tablica sabiranja heksadekadnih cifara
(Tabela neprakti¢na za rad i mnogo je efikasnije privremeno prec¢i u dekadni sistem
kada je potrebno sabrati heksadekadne cifre. Na taj nacin izbegavamo konverzije sabi-
raka iz osnove 16 u dekadni sistem i nazad u polaznu osnovu 16, ve¢ dekadni sistem
koristimo samo kada moramo, tj. kada je potrebno sabrati dve heksadekadne cifre. Na
kraju krajeva, jedino u dekadnom sistemu znamo kako izgleda tablica sabiranja i ovo
je jedini nacin ako Zelimoda izbegnemo pamdéenje tablice sabiranja u heksadekadnom
sistemu.

U odnosu na tablicu sabiranja u heksadekadnom sistemu, tablica sabiranja cifara u
binarnom brojnom sistemu je daleko jednostavnija i lako se pamti jer sistem ima samo
dve cifre, a kada sabiramo dve binarne cifre, najveéi moguéi prenos je 1:
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cfra cifra prenos | zbir
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 10,
1 0 0 1
1 0 1 10,
1 1 0 104
1 1 1 11,

Primer 5.3. I u slucaju kada sabiramo dva binarna broja postupamo po istim pravilima
kao u primeru [5.1, s tim $to sada moramo da vodimo rac¢una da je osnova broj dva, a ne

broj deset.
1 11
1001 01002 1001 01004 1001 01004 1001 01002 1001 01004
+ 101 1110, + 101 1110, + 101 1110, + 101 1110, + 101 1110,
() 104 010, 00104
11 1
1001 01004 1001 01004 1001 01004 1001 01009 1001 01009

+ 101 1110, + 101 1110, + 101 1110, + 101 1110, + 101 1110,

(i)

(i

(i)

1 00104 11 0010, 111 00104 1111 0010, 1111 00109

Prva pravilo je potpuno isto kao u primeru sa napomenom da se sada ne
sabiraju desetice, stotine i hiljade ve¢ stepeni broja dva (jedinice, dvojke, ¢etvorke,
itd.).

Ako je zbir dve cifre manji od osnove (dva), taj zbir se upisuje na odgovarajucoj
poziciji. U datom primeru zbir cifara jedinica je 0o4+0, =04+0 =0 =05 < 105 = 2
i 0 upisujemo na poziciji koja odgovara jedinicama u rezultatu.

U datom primeru, na poziciji koja odgovara izloziocu 1 (druga pozicija zdesna),
imamo sli¢nu situaciju, tj. zbir cifara je O + 1, =04+1=1=1,< 10, =21 1
upisujemo na poziciji koja odgovara rezultatu na tekucoj poziciji.

Ako je zbir cifara dostigao ili premasio osnovu (u ovom slu¢aju broj dva), za svaku
pojedina¢nu pojavu osnove u zbiru cifara prenosimo po jednu jedinicu na sledecu
poziciju sa leve strane gde ¢e ucestvovati u zbiru cifara kao jedan od sabiraka.

U datom primeru, na poziciji koja odgovara izloZziocu 2 (tre¢a pozicija zdesna),
zbir cifara je 1o+ 1, =14+ 1 =2 = 2+ 0 = 105, pa kao rezultat upisujemo 0 i
imamo prenos 1 na slede¢u poziciju sa leve strane.

Na porziciji koja odgovara izloziocu 3 (Getvrta pozicija zdesna) zbir prenosa i cifara
je isti kao na prethodnoj poziciji 1o + 02 + 19 = 109, pa kao rezultat ponovo
upisujemo 0 i imamo prenos 1 na slede¢u poziciju sa leve strane.
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Na poziciji koja odgovara izloziocu 4 (Getvrta pozicija sleva) zbir prenosa i cifara
je lo+ 14+ 19 =3 =241 = 115, pa kao rezultat upisujemo 1 i imamo prenos 1
na sledec¢u poziciju sa leve strane.

Na poziciji koja odgovara izloZiocu 5 (tre¢a pozicija sleva) zbir prenosa i cifara je
15 4+ 05 + 0y = 1o, pa kao rezultat upisujemo 1 i nema prenosa na sledeéu poziciju
sa leve strane.

Na poziciji koja odgovara izloziocu 6 (druga pozicija sleva) zbir cifara je 0y + 19 =
19, pa kao rezultat upisujemo 1 i nema prenosa na sledecu poziciju sa leve strane.
Na kraju, na poziciji koja odgovara izloziocu 7 (prva pozicija sleva) zbir cifara je
1o + 09 = 15, pa kao rezultat upisujemo 1, nema prenosa na sledeé¢u poziciju i
sabiranje je zavrseno. O

Rezultat mozemo proveriti brzim prebacivanjem u osnovu 16 i ujedno vezbanjem
sabiranja u heksadekadnom sistemu:

1 1
1001 01002 9416 9416 9416 9416 1001 01002

+ 10111105  +5E;s  +5E;g  +5Eg  +5Eyg  + 1011110,
216 F24 F24 1111 00102

(1001 =8 4+04+0+1=8+1=9y, 0100y = 4 = 4,
1015 =044+ 0+ 1= 5, 1110, = 84+ 4+ 2+ 0 = 14 = Ey,

Proveru rezultata sabiranja u binarnom i heksadekadnom sistemu mozemo obaviti i u
ve¢ pomenutom programu Calculator u okviru operativnog sistema Windows (v. str. [24)).

Domaéi zadatak 5.1. Heksadekadne brojeve iz primera prebaciti u binarni sistem,
sabrati odgovarajuce binarne brojeve i dobijeni rezultat ponovo pretvoriti u heksadekadni
zapis. Uporediti da li se dobija isti rezultat u heksadekadnom i binarnom sistemu.

5.2 Oduzimanje u pozicionom sistemu sa proizvoljnom osnovom

U primerima (5.4)—(5.6) uporedi¢emo oduzimanje u dekadnom, heksadekadnom i bi-

narnom sistemu.

Primer 5.4. Podsetimo se najpre kako izgleda oduzimanje u dekadnom sistemu na
primeru razlike dva para prirodnih brojeva: 145 i 83, odnosno 2006 i 49.
U sluc¢aju prvog para, 145 i 83, oduzimanje se obavlja na sledeéi nacin:

2) 0 0 0
145 145 145 1145 1145 1145 145
- 83 — 83 — 83 — 83 — 83 — 83 - 83
2 2 6 2 6 2 62 62

32



(i)

(1)

(iii)

Radi jednostavnijeg ra¢unanja broj od koga oduzimamo (umanjenik) i broj koji
oduzimamo (umanjilac), kao i rezultat oduzimanja (razlika), navode se jedan ispod
drugog i poravnati zdesna nalevo tako da jedna ispod druge budu cifre na istim
pozicijama (ta¢nije, cifre na pozicijama koje odgovaraju istim stepenima osnove,
u ovom sluc¢aju stepenima broja deset).

Oduzimanje brojeva se realizuje kao oduzimanje cifara umanjenika i umanjioca na
svakoj poziciji posebno, u redosledu zdesna nalevo, a rezultat svakog oduzimanja
cifara se ispisuje na odgovarajucoj poziciji rezultata. U ovom sluc¢aju, posto je
osnova broj deset, cifra jedinica umanjioca se oduzima od cifre jedinica umanjenika
i rezultat se upisuje na poziciji cifre jedinica razlike, cifra desetica umanjioca se
oduzima od cifre desetica umanjenika i rezultat se upisuje na poziciji cifre desetica
razlike i postupak se ponavlja za ostale parove cifara umanjioca i umanjenika koji
odgovaraju istim stepenima osnove, tj. broja deset (stotine, hiljade itd).

Ako je cifra umanjenika ve¢a od cifre umanjioca ili su te cifre jednake, njihova
razlika je prirodan broj (uklju¢ujuéi i nulu) i dekadna cifra koja se upisuje na
odgovarajuc¢oj poziciji rezultata. U datom primeru razlika cifara jedinica je 5—3 = 2
i upisuje se na poziciji koja odgovara jedinicama u rezultatu.

Medutim, ako je cifra umanjenika manja od odgovarajuce cifre umanjioca, kao $to
je to slucaj sa ciframa deseticama u datom primeru (4 < 8), direktno oduzimanje
cifara nije moguée u skupu prirodnih brojeva (4 — 8 nije prirodan broj). U ta-
kvom slucaju je potrebno modifikovati zapis umanjenika, tj. drugacije predstaviti
umanjenik kao zbir stepena osnove:

145 — 83 = (5440 4 100) — (3 + 80+ 0) = (5 — 3) + (40 — 80) + (100 — 0) =
=2+ (40 — 80) + (100 — 0) = 2 + (100 + 40 — 80) + (0 — 0) =
— 24 (140 —80) 4+ (0—0) =2+ 60+ (0 — 0) = 2+ 60 + 0 = 62

Oduzimanje cifara na poziciji desetica je obavljeno pozajmicom jedne stotine sa su-
sedne leve pozicije umanjenika. Pozajmicu zapisujemo sitnim fontom sa leve strane
tekuce pozicije ¢ime naglasavamo da je njena vrednost na tekucoj poziciji deset
puta veéa (jer jedna stotina vredi deset desetica). S obzirom na pozajmicu, cifra
umanjenika na poziciji stotina (1) se smanjuje za 1 i postaje 0 (stara vrednost se
precrtava, a iznad nje se navodi nova vrednost), dok se cifra umanjenika na poziciji
desetica (4) uvecava za deset (ponovo: jer jedna stotina vredi deset desetica), te se
na poziciji desetica nalazi ukupno 10 4+ 4 = 14 desetica od kojih mozemo da odu-
zmemo 8 desetica umanjioca i upisemo kao rezultat 6 (desetica) na odgovarajucoj
poziciji razlike.

U slede¢em koraku fakticki nema cifre stotina ni kod umanjenika, ni kod umanjioca
(obe su jednake nuli), pa je oduzimanje zavrseno i rezultat (razlika) je 62.
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U slucaju drugog para brojeva, 2006 i 49, oduzimanje se obavlja na slican nacin, ali
su pravila pozajmice slozenija:

FaYa¥al 1 A 1 9 A 1 9 9 1 9 9
2006 2006 91006 21510 6 3191016 2197516
— 49  — 49 — 49 — 49 — 49 — 49

7

1 9 9 1 9 9 1 9 9 1 9 9
2191016 2101016 I1GLG16 3G 1016 2006
— 49 — 49 — 49 — 49 — 49

=

o7 957 1957 1957 1957

Na osnovu dva izlozena primera dekadnog oduzimanja pravilo pozajmice mozemo
formulisati na slede¢i nacin:

e Ako je na nekoj poziciji cifra umanjenika manja od cifre umanjioca, pristupa se
pozajmici sa susedne leve pozicije umanjenika.

e U ovom primeru je osnova pozicionog sistema deset, u opstem slucaju je osnova
neki prirodan broj n. Posto susedna leva pozicija tekuée pozicije odgovara stepenu
osnove Ciji je izlozilac za 1 veéi od izloZioca stepena osnove koji odgovara tekucoj
poziciji, sledi da 1 na susednoj levoj poziciji vredi n puta vise kada se pozajmi
tekucoj poziciji. U dekadnom sistemu, kada pozajmimo jednu deseticu sa susedne
leve poziciji, na tekuépj poziciji ona vredi deset jedinica; kada pozajmimo jednu
stotinu sa susedne leve poziciji, na tekuc¢oj poziciji ona vredi deset desetica; kada
pozajmimo jednu hiljadu sa susedne leve poziciji, na tekuépj poziciji ona vredi
deset stotina itd. Dakle, u dekadnom sistemu pozajmljena cifra 1 sa susedne leve
pozicije uvek vredi deset na tekucoj poziciji.

U opsStem slucaju ako u sistemu sa osnovom n pozajmimo neki stepen osnove n
sa susedne leve pozicije, na tekucoj poziciji ¢e taj stepen vredeti n puta viSe nego
stepen koji odgovara tekucoj poziciji, pa ¢e pozajmljena cifra 1 sa susedne leve
pozicije vredeti n na tekucoj poziciji.

e Pozajmica sa susedne leve pozicije je moguca iskljuc¢ivo ako je tamosnja cifra razli-
¢ita od nule. U protivnom, susedna leva pozicija mora takode da obavi pozajmicu
od svoje susedne leve pozicije i taj postupak se ponavlja sve dok se ne naide na
prvu cifru koja je razli¢ita od nule, tj. imamo lanac pozajmica. Cifra koja je to-
kom lanc¢ane pozajmice pronadena kao prva cifra razli¢ita od nule, smanjujuje se
za 1, a onda se obrnutim redosledom realizuju lan¢ane pozajmice njenim desnim
susedima sve dok se ne dode do pozicije koja je zapocela lanc¢anu pozajmicu. Cifre
jednake nuli od kojih se pozajmljuje, najpre se svojom pozajmicom uvecavaju za
osnovu (u dekadnom sistemu za deset), a potom smanjuju za 1 kako bi pozajmile
svog desnog suseda, te posle zavrsetka lanc¢ane pozajmice imaju vrednost jednaku
najvecoj cifri pozicionog sistema (cifri 9 u dekadnom sistemu). O]
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Primer 5.5. U sluc¢aju kada oduzimamo jedan heksadekadni broj od drugog, postupamo
po istim pravilima kao u primeru pri ¢emu sada moramo voditi racuna da je osnova
broj Sesnaest, a ne broj deset. To znaci da kada god dve pozicije razmene pozajmicu,
pozajmljena cifra 1 sa susedne leve pozicije vredi Sesnaest (1016) na tekucoj poziciji jer
je osnova u kojoj ra¢unamo jednaka Sesnaest.

Heksadekadno oduzimanje objasni¢emo na primeru oduzimanja dva para brojeva (u
zapisu prenosa izostavi¢emo osnovu radi jednostavnosti, osim kada je potrebno naglasiti
da je broj heksadekadni, na primer 184).

Neka je prvi par brojeva ¢iju razliku treba izracunati 19B0sg i FD4y6:

19B 0 1980 1 9F10 19 B0 1 9810
— FD4g - FD4 — FD4 — FD4 — FD4
C C DC
~38 1A 0 1816 1A 0 1816 1A 0 1816 1A
19 B10 Y g B10 1 g B10 Y g B0 19BO
_ Fp4 — FD4 — FD4 — FD4& — FD4
D C 9DC 9D C 9D C 9DC

Veé na poziciji jedinica nije moguce obaviti oduzimanje cifara bez pozajmice, posto je
cifra jedinica umanjenika (016) manja od cifre jedinica umanjioca (44¢). Cifra sa susedne
leve pozicije umanjenika (Bg) je veéa od nule, pa je pozajmica moguéa. Cifra sa susedne
leve pozicije umanjenika se smanjuje za 1 i njena nova vrednost je (As¢). Kao i ranije,
stara vrednost cifre umanjenika se precrtava, a njena nova vrednost se ispisuje iznad
stare vrednosti. Pozajmljena cifra 1 sa susedne leve pozicije vredi 1044, tj. Sesnaest, kada
prede na tekucu poziciju jedinica i sabira se sa cifrom (0) sa te pozicije. Samim tim
je pogodno pisati pozajmicu kao broj 1 ispred tekucée pozicije i ¢itati pozajmicu i cifru
tekuce pozicije kao jedan broj (1046) koji predstavlja novu vrednost tekuce pozicije. Sada
je moguce oduzeti cifre jedinica jednu od druge: 10,6 — 416 = 16 — 4 = 12 = Cys.

Na sledecoj poziciji ulevo (druga pozicija zdesna koja odgovara prvom stepenu osnove)
sada imamo cifre A;g 1 Dig 1 posSto je cifra umanjenika ponovo manja od cifre umanjioca
na tekucéoj poziciji, opet je neophodna pozajmica sa susedne leve pozicije na kojoj se
nalazi cifra 9,6. Prema tome, cifra sa susedne leve pozicije umanjenika se smanjuje za 1
i njena nova vrednost je (84¢). Pozajmljena cifra 1 sa susedne leve pozicije ponovo vredi
1046, tj. Sesnaest, kada prede na tekucu poziciju jedinica. Nova vrednost cifre na tekucoj
poziciji je zbir vrednosti pozajmice i cifre tekuce pozicije, tj. (1016 + A = 1A46). Sada je
moguce na tekuc¢oj poziciji oduzeti cifru umanjioca od nove vrednosti cifre umanjenika:
1A — Dyg = 16 + 10 — 13 = 13 = Dy.

Vrednosti cifara na sledec¢oj poziciji ulevo (trec¢a pozicija zdesna koja odgovara drugom
stepenu osnove) su 846 i Fyg, cifra umanjenika je jo§ jednom manja od cifre umanjioca na
tekucoj poziciji i joS jednom je neophodna pozajmica sa susedne leve pozicije na kojoj se
nalazi cifra 1,6. Prema tome, cifra sa susedne leve pozicije umanjenika se smanjuje za 1
i njena nova vrednost je (04¢). Pozajmljena cifra 1 sa susedne leve pozicije ponovo vredi
1046, tj. Sesnaest, kada prede na tekucu poziciju jedinica. Nova vrednost cifre na tekucoj
poziciji je zbir vrednosti pozajmice i cifre tekuce pozicije, tj. (1046 + 816 = 1816). Sada je
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moguce na tekucoj poziciji oduzeti cifru umanjioca od nove vrednosti cifre umanjenika:
1846 — F1s = 16 + 8 — 15 = 9 = 9.

Posto su obe vrednosti cifara umanjenika i umanjioca na sledecoj poziciji ulevo (pr-
va pozicija sleva koja odgovara ¢etvrtom stepenu osnove) jednake nuli, oduzimanje je
zavrSeno i rezultat je 9DCyg.

U drugom primeru heksadekadnog oduzimanja brojevi C0006 i 2EA;5 Ce redom igrati
ulogu umanjenika i umanjioca:

Fa¥aya) B A B F ~ B F F

C 00 046 C 00 046 210 0 016 ZI910 046 CrOID 1044

— 2E A — 2E A6 — 2E A4 — 2 E A — 2 E A

616

B F F B F F B F F B F F

CIF101046 CIo191046 CHIXA1046 CrOX1046 CO0004
— 2 E A — 2 E A — 2 E A — 2 E A — 2E A
1 646 D 1 645 B D1 645 B D1 645 BD 164

Oduzimanje brojeva C0004¢ i 2EA;¢ pofinje na poziciji najmanje tezine (prva pozicija
zdesna). Cifra umanjenika manja od cifre umanjioca (016 < Asg), pa je neophodna po-
zajmica. Kako je susedna leva cifra umanjenika takode nula, zapocinje lanc¢ana pozajmica
ulevo, tj. svaka slede¢a (leva) cifra umanjenika jednaka nuli trazi pozajmicu od svog levog
suseda sve dok se ne naide na prvu cifru razli¢itu od nule. Pronadena cifra umanjenika
razli¢ita od nule (Ci6) daje pozajmicu 156 svom desnom susedu i njena vrednost se
smanjuje na Byg. Lancana pozajmica se sada obavlja udesno, pri ¢emu svaka cifra jednaka
nuli, koja je ucestvovala u lanc¢anoj pozajmici ulevo, najpre dobija vrednost 10,4 = 16
(jer pozajmljena jedinica levog suseda, kada prede na tekuéu poziciju, vredi koliko i
osnova, tj. Sesnaest), a potom, ako pozajmljuje svog desnog suseda, njena vrednost se
smanjuje na F;g = 15. Lancana pozajmica se zavrSava ponovo na poziciji najmanje tezine
odakle je i pocela i tu vrednost ostaje 10,6 = 16 poSto jer nema pozajmice udesno. Sada
je vrednost cifre umanjenika na tekucoj poziciji ve¢a od odgovarajuce cifre umanjioca,
pa je oduzimanje cifara moguce: 1056 — Ajg = 16 — 10 = 6 = 646.

Lanc¢anom pozajmicom su sve cifre umanjenika dobile dovoljno veliku vrednost da je
oduzimanje cifara na ostalim pozicijama moguce direktno:

F16_E16:15_]—4:1:116
F16_216:15_2:13:D16
B16_016:11_0:1:B16

Prema tome, razlika brojeva C000:¢ i 2EA;¢ je BD164. O

Primer 5.6. T u slu¢aju kada oduzimamo jedan binarni broj od drugog, postupamo po
istim pravilima kao u primerima i[5.5 pri ¢emu sada moramo voditi ra¢una da je
osnova broj dva. To znac¢i da kada god dve pozicije razmene pozajmicu, pozajmljena
cifra 1 sa susedne leve pozicije vredi dva (103) na tekucoj poziciji jer je osnova u kojoj
racunamo jednaka dva. Binarno oduzimanje objasni¢emo na primeru brojeva 1000 0101,
i 110 1011,.
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2 0
1000 0101, 1000 0101, 1000 0101, 1000 04101,

— 110 1011, — 110 1011, — 110 1011, — 110 1011,
0, 0, 10,

0 A~ a0 0 A 0 01 A 0
1000 04101, 1000 041101, X000 04101, 119100 04101,
— 110 1011, — 110 1011, — 110 1011, — 110 1011,
010, 010, 010, 010,

01 1 ~ 0 011 1 0 011 1 0 0111 0
XIGI910 0 410 1, XYIgHarg 10 £10 1, I 10 £10 1, YIgoxg 10 £10 1,
- 110 1011, —- 110 1011, — 110 1011, — 110 1011,
010, 1010, 1 1010, 01 1010,

o1 1 1 0 0111 0 01 1 1 0

FIGXgXg 10 10 1, FIGIGHg 10 110 1, LI 10 10 1, 1000 0101,
- 110 1011, - 110 1011, — 110 1011, — 110 1011,

001 1010, 0001 1010, 1 1010, 1 1010,

Oduzimanje cifara zapocinje na poziciji koja odgovara najnizem stepenu osnove (prva
pozicija zdesna) gde umanjenik i umanjilac imaju istu cifru, 1, pa je razlika cifara na toj
poziciji 15 — 15 = 05.

Sledeéa pozicija za oduzimanje cifara je druga pozicija zdesna. Direktno oduzimanje
cifara nije moguce jer je cifra umanjenika manja od cifre umanjioca; 0 < 1, pa je neophod-
na pozajmica. Cifra sa susedne leve pozicije (treca pozicija zdesna) je vecéa od nule, tako
da je pozajmica moguca. Posle pozajmice na trecoj poziciji zdesna ostaje 15 — 15 = 0,
(staru vrednost cifre, 1, je precrtana, a nova, 0, se navodi iznad), dok na tekuc¢oj poziciji
sada imamo 10, = 2, tj. kada pozajmljena jedinica prede desno sa trec¢e na drugu pozici-
ju zdesna vredi koliko i osnova (dva). Kako je na tekucoj poziciji cifra pre pozajmice bila
nula, nova vrednost posle pozajmice je 10, + 0, = 10, = 2. Sada je oduzimanje cifara
na tekucoj poziciji moguce i kao razliku dobijamo 10, — 1, =2 —-1=1 = 1,.

Slede¢a pozicija za oduzimanje cifara je treca pozicija zdesna. Posle pozajmice i uma-
njenik i umanjilac imaju istu cifru, 0, pa je razlika na toj poziciji 05 — 05 = 0,.

Na slede¢oj poziciji za oduzimanje cifara (Cetvrta pozicija zdesna) ponovo je cifra
umanjenika manja od cifre umanjioca; 0 < 1, pa je neophodna pozajmica. Medutim,
na susednoj levoj porziciji (Cetvrta pozicija sleva) cifra je jednaka nuli, pa pozajmica
nije moguca, tako da nastupa lancana pozajmica, tj. pomeramo se levo i trazimo prvu
poziciju na kojoj je cifra ve¢a od nule, preskacuéi pozicije ukupno tri susedne leve pozicije
na kojima je cifra jednaka nuli. Ispostavlja se da je tek na prvoj poziciji sleva cifra
vec¢a od nule, pa je pozajmica moguca. Posle pozajmice, na prvoj poziciji sleva ostaje
1, — 1, = 0,. Sada se lancana pozajmica nastavlja udesno, tj. na drugoj, trec¢oj i cetvrtoj
poziciji se redom deSava isti niz radnji:

e na tekucoj poziciji pozajmljena jedinica levog suseda vredi koliko i osnova, tj.
105 = 25

e posto se desnom susedu pozajmljuje jedna jedinica, na tekucoj poziciji ostaje
10 — 1, = 2 —1 =1 = 1, (staru vrednost cifre, 1, je precrtana, a nova, 0, se
navodi iznad).
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Lanc¢ana pozajmica se zavrSava time §to pozajmica stize na cetvrtu poziciju zdesna koja
je i zapocela tu lancanu pozajmicu. Na c¢etvrtoj poziciji zdesna je sada moguce obaviti
oduzimanje cifara 10, — 1, =2 —-1=1=1,.

Oduzumanje cifara se nastavlja redom na cetvrtoj, trecoj i drugoj poziciji sleva, gde
je cifra umanjenika uvek ili ve¢a od cifre umanjioca ili joj je jednaka, pa je direktno
oduzimanje uvek moguce. Na Cetvrto] poziciji sleva razlika cifara je 15 — 0, = 15, dok je
na trecoj i drugoj porziciji sleva razlika cifara jednaka 1, — 1, = 0,.

Oduzimanje cifara se zavrSava na prvoj poziciji sleva: cifra umanjenika je jednaka nuli,
kao i cifra umanjioca (koja nije navedena na pocetku zapisa broja). Posto su prve tri
cifre izracunate razlike jednake nuli, mozemo ih izostaviti iz zapisa, tako da je konacan
rezultat oduzimanja 1 1010,.

Proveru mozemo obaviti na nekoliko nacina:

e brzim prebacivanjem binarnih brojeva u heksadekadni sistem, oduzimanjem nji-
hovih zapisa u heksadekadnom sistemu i brzom konverzijom rezultata iz heksade-
kadnog u binarni sistem:

1000 01012 — 110 10112 == 8515 - 6B16 = 1A16 =1 10102

e primenom programa Calculator u okviru operativnog sistema Windows (v. str. .
m

Domaéi zadatak 5.2. Heksadekadne brojeve iz primera [5.5| prebaciti u binarni sistem,
oduzeti odgovaraju¢e binarne brojeve i dobijeni rezultat ponovo pretvoriti u heksade-
kadni zapis. Uporediti da li se dobija isti rezultat u heksadekadnom i binarnom sistemu.

5.3 MnoZenje u pozicionom sistemu sa proizvoljnom osnovom

Odeljci i su detaljno pokazali da je dovoljno da u u formulaciji svakog pra-
vila dekadnog sistema za sabiranje i oduzimanje zamenimo pominjanje koli¢ine deset
pojmom osnova i dobijamo pravila za sabiranje i oduzimanje u pozicionom sistemu sa
proizvoljnom osnovom. Prema tome, nije veliko iznenadenje ako konstatujemo da su i
pravila za mnoZenje u sistemu sa proizvoljnom osnovom sli¢na onima u dekadnom si-
stemu i da jedino o ¢emu treba da vodimo racuna je vrednost osnove u kojoj trenutno
radimo i kako izgleda tablica mnozenja, §to ¢emo ilustrovati na primeru binarnog broj-
nog sistema. S obzirom da binarni sistem ima samo dve cifre, njegova tablica mnozenja

je krajnje jednostavna (Tabela [5.5).

O OO
=l

0
1
Tabela 5.5: Tablica mnoZenja u binarnom pozicionom sistemu

MnozZenje u binarnom brojnom sistemu se odvija na isti na¢in kao u dekadnom. Za
svaku cifru drugog ¢inioca ¢, jednu po jednu, u redosledu zdesna nalevo radimo sledece:
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(i) Cifrom ¢ mnozimo redom cifre prvog ¢inioca zdesna nalevo i belezimo rezultat u
jednom redu takode zdesna nalevo. U dekadnom sistemu, ako je rezultat mnozenja
dve cifre dvocifren, belezimo samo cifru jedinica, a prenos se sabira sa rezultatom
slede¢eg mnozenja. Prilikom mnoZenja binarnih cifara nikada necée biti prenosa
(Tabela [5.5)), ali zato moze da se pojavi u nekoj drugoj osnovi (na primer, osnovi
Sesnaest, gde je Ajg - 515 = 3246, Sto odgovara dekadnom proizvodu 10 -5 = 50).

(ii) Dobijeni redovi sa medurezultatima se pisu jedan ispod drugog, pri ¢emu se svaki
slede¢i red pomera za jedno mesto ulevo.

(iii) Redovi sa medurezultatima koji se sastoje samo od nula se izostavljaju radi jed-
nostavnijeg zapisa.

(iv) Proizvod brojeva se dobija sabiranjem medurezultata u pozicionom sistemu sa
odgovaraju¢om osnovom.

Primer 5.7. Pomnozimo u binarnom brojnom sistemu sve moguce parove razli¢itih
dekadnih brojeva 5, 7 i1 9. Koristeéi razlaganje na stepene broja dva (8, 4, 2, 1), najpre
pretvaramo dekadne brojeve u binarne: 5 =4+ 0+1=101,, 7=4+2+1 =111, 1i
9=8+0+0+1 = 1001,. Prema tome, treba pomnoziti parove brojeva 101, i 1115,
101, i 10015, 111, i 1001,. Posto kod mnoZenja redosled ¢inilaca nije bitan, lakse nam
je da mnozimo brojem koji ima manje jedinica (Slika .

111, 101, 101, 1001, 1001, 111,
x 101, x 111, X 1001, x 101, x 111, x 1001,
111, 101, 101, 1001, 1001, 111,
+ 111, 101, +101, + 1001, 1001, + 111,
100011, + 101, 101101, 101101, +1001, 111111,
100011, 111111,

Slika 5.6: Proizvodi binarnih zapisa parova brojeva 517,519, 719 sa ¢iniocima u oba
redosleda (7-5,5-7,5-9,9-5,9-7,7-9)

O

U dekadnom brojnom sistemu je vazilo jednostavno pravilo za mnozenje proizvoljnog
dekadnog broja x brojem deset, sto, hiljadu i ostalim stepenima broja deset: potrebno je
samo prepisati broj x i sa njegove desne strane dopisati onoliko nula koliko se pojavljuje
u stepenu broja deset kojim se mnozi. Na primer:

24 -10 = 240
36 - 100 = 3600
57 - 1000 = 57000

Navedeno pravilo mnozenja stepenima broja deset u dekadnom sistemu je razlog zasto
se broj deset i njegovi stepeni nazivaju ,,okruglim brojevima” i tretiraju kao ,,specijalni,
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magicni, posebni brojevi”. Medutim, njihova ,,posebnost” i ,,magija” nestaje ¢im se prede
u drugu osnovu jer ,posebnost” i ,,magiju” nemaju brojevi (u smislu: koli¢ine) ve¢ oznake
brojeva. U slu¢aju dekadnih , posebnih” brojeva (deset, sto, hiljadu itd.) njihove oznake
su 10, 100, 1000 itd. koje ti brojevi gube kada se promeni osnova. Upravo te oznake
imaju ,magiju” prilikom mnoZenja zato §to, kao $to smo videli u odeljku oznacavaju
osnovu n pozicionog sistema (n = 10,,) i stepene osnove (n* =10...0,).

k

Prema tome, ponovo, ako zamenimo re¢ deset recju osnova, dobijamo pravilo za jed-
nostavno mnozenje u sistemu sa proizvoljnom osnovom n: proizvoljni broj x u sistemu
sa osnovom n mnoZi se k-tim stepenom osnove (10...0,) tako $to se zapis broja x u

k
osnovi n prepise i sa desne strane se dopiSe odgovarajuéi broj nula u zapisu stepena (k).

Na, primer,
1101, - 10, = 11010, =1 1010,

1101, - 100, = 110100, = 11 0100,
1101, - 1000, = 1101000, = 110 1000,

2A516 . 1016 - 2A5016
2A516 . 10016 - 2A50016
2A516 . 100016 - 2A500016

Ako pomnozimo brojem deset u pozicionom sistemu koji nije dekadni, vidimo da
»magije” vise nema (10 = 1010, = Asq):

1101, - 1010, = 100000105, = 1000 0010,
2A516 . A16 - 1A7216

5.4 Celobrojno deljenje u pozicionom sistemu sa proizvoljnom
osnovom

Kao i u slu¢aju mnozenja, sabiranja i oduzimanja, pravila za celobrojno deljenje u po-
zicionom sistemu sa proizvoljnom osnovom se preuzimaju iz dekadnog sistema zamenom
re¢i deset re¢ju osnova, pri cemu se vodi ra¢una o vrednosti osnove i o odgovarajucoj
tablici mnozenja i deljenja. Ovde ne¢emo detaljno razmatrati celobrojno deljenje, sem
jednog specijalnog slucaja kada se deli osnovom, odnosno stepenom osnove.

Podsetimo se kako izgleda deljenje osnovom i njenim stepenima u dekadnom brojnom
sistemu:

3476 : 10 = 347, 3476 mod 10 =6
3476 : 100 = 34, 3476 mod 100 = 76
3476 : 1000 = 3, 3476 mod 1000 = 476
3476 : 10000 = 0, 3476 mod 1000 = 3476
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Pravilo deljenja brojem deset, odnosno stepenom broja deset, moze se formulisati na
sledeéi nacin: ako proizvoljni dekadni broj x podelimo k-tim stepenom broja deset (tj.
brojem ¢iji zapis sadrzi jednu jedinicu i k nula), tada odbacivanjem poslednjih k cifara (sa
desne strane) dobijamo celobrojni koli¢nik, dok broj ¢ji se zapis sastoji od odbacenih
cifara predstavlja ostatak pri celobrojnom deljenju. Dakle, kada delimo dekadni broj
(u datom primeru 3476) brojem deset, odbacujemo poslednju cifru deljenika (i to je
ostatak pri celobrojnom deljenju, u datom primeru 6), a neodbacene cifre (u datom
primeru 347) predstavljaju celobrojni koli¢nik. Sli¢no, kada delimo dekadni broj (u datom
primeru 3476) brojem sto, odbacujemo poslednje dve cifre deljenika (i to je ostatak pri
celobrojnom deljenju, u datom primeru 76), a neodbacene cifre (u datom primeru 34)
predstavljaju celobrojni koli¢nik. Na isti nac¢in se mogu formulisati konkretna pravila za
deljenje svakim pojedina¢nim stepenom broja deset.

Prethodno formulisano pravilo se uopstava za pozicioni sistem sa proizvoljnom osno-
vom n na sledeéi nac¢in: ako proizvoljni broj x podelimo k-tim stepenom osnove (tj.
brojem ¢iji zapis sadrZi jednu jedinicu i k nula), tada odbacivanjem poslednjih & cifara
(sa desne strane) dobijamo celobrojni koli¢nik, dok broj ¢iji se zapis sastoji od odbacenih
cifara predstavlja ostatak pri celobrojnom deljenju.

110101, : 105 = 110105, 110101, mod 10, = 1,
110101, : 100, = 1101, 110101, mod 100, = 01, = 1,
110101, : 10005, = 1105, 110101, mod 1000, = 101,
110101, : 10000, = 115, 110101, mod 10000, = 0101, = 101,
6F9B316 . 1016 = 6F9B16, 6F9B316 mod 1016 = 316

6F9B316 . 10016 = 6F916, 6F9B316 mod 10016 = B316
6F9B316 . 100016 = 6F16, 6F9B316 mod 100016 = 9B316
6F9B316 . 1000016 = 616, 6F9B316 mod 1000016 = F9B316

Ako pazljivije pogledamo navedene primere odredivanja celobrojnog koli¢nika i ostatka
pri deljenju stepenom osnove u dekadnom, binarnom i heksadekadnom sistemu, mozemo
pravila izracunavanja koli¢nika i ostatka formulisati jednostavnije na sledeéi nacin:

e Ako je delilac stepen osnove, onda se njegov zapis sastoji od jedne jedinice i odre-
denog broja nula. Prebrojimo koliko ima nula u zapisu delioca (neka ih ima k).

e U zapisu deljenika povucimo vertikalnu crtu koja deli cifre na dve grupe, pri ¢emu
desna grupa sadrzi tacno k cifara (tj. onoliko cifara koliko delilac ima nula). Tada
leva grupa cifara predstavlja celobrojni koli¢nik, a desna grupa cifara — ostatak

pri celobrojnom deljenju (Tabela .

Iz prethodnih pravila se neposredno zakljucuje da je broj u sistemu sa osnovom n
deljiv k-tim stepenom osnove ako se njegov zapis u toj osnovi zavrsava sa bar k nula (sa
desne strane). Dakle, kao $to smo u dekadnom sistemu znali da je broj 567000 deljiv sa
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110101, 6F9B3:¢
stepen osnove 2 | koli¢nik | ostatak stepen osnove 16 koli¢nik | ostatak
10, =21 =2 11010 | 1, 10,6 = 16' = 16 6F9B | 316
100, =22 =4 1101 | 01, 100, = 162 = 256 6F9 | B3¢
1000, =23 =8 110 101, 1000, = 163 = 4096 6F | 9B346
100004, = 2* = 16 11] 0101, 10000, = 16* = 65536 6 | F9B3y6

Tabela 5.6: Kolic¢nici i ostaci pri deljenju brojeva 110101, i 6F9B3,4 stepenima odgova-
rajuc¢e osnove sa izloziocima 14

deset (jer mu se zapis zavrSava nulom), sa sto (jer mu se zapis zavrsava sa dve nule), sa
hiljadu (jer mu se zapis zavrSava sa tri nule) i da nije deljiv sa deset hiljada (jer mu se
zapis ne zavrSava sa Cetiri nule), tako isto mozemo izvesti sledeée zakljucke:

e Binarni broj 110100, je deljiv brojem 2 (2 = 2! = 10,) i brojem 4 (4 = 2% = 100,)
jer mu se zapis zavrSava jednom nulom, odnosno sa dve nule, ali nije deljiv brojem
8 (8 =23 =1000,) jer mu se zapis ne zavrSava sa tri nule.

e Heksadekadni broj 3B4C00;¢ je deljiv brojem 16 (16 = 16' = 104¢) i brojem 256
(256 = 16% = 10046) jer mu se zapis zavriava jednom nulom, odnosno sa dve nule,
ali nije deljiv brojem 4096 (4096 = 163 = 10004¢) jer mu se zapis ne zavrsava sa
tri nule.
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