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2.5 Pojmovi zasnovani na teoriji skupova

2.5.1 Uredeni parovi i relacije

U matematici je ureden: par jednostavno par brojeva okruzenih zagrada-
ma (a,b) gde je redosled u kome su brojevi navedeni od znacaja: uredeni
par (3,5) se razlikuje od uredenog para (5,3). Na primer, kada se crta
tacka na grafikonu par (1,2) obitno oznacava tacku koja je za jednu jedinicu
mere desno od vertikalne ose i za dve jedinice mere iznad horizontalne ose.
Uredeni parovi (i trojke, ¢etvorke, i uopsteno govoreci, n-torke) su korisne za
oznacavanje vrednosti dve ili viSe promenljivih bilo koje vrste; konvencijom
se utvrduje koja vrednost se odnosi na koju promenljivu. Kada se govori o
skupu {a, b} onda se govori o neuredenom paru jer su skupovi {a, b} i {b,a}
isti.

Dekartov (Kartezijanov) proizvod skupova A i B, pise se A x B je skup
svih uredenih parova (a,b) takvih da je a € A1 b € B. To se moze izraziti
na slede¢i nacin:

AxB={x|x=(a,b)gdejea c Aib e B}

Primer

Neka je C' = {0,2,4} i D = {0,1}. Onda je

C x D =1{(0,0),(0,1),(2,0),(2,1),(4,0),(4,1)}

Primetimo da je svaki skup uredenih parova podskup Dekartovog proizvoda
neka dva skupa, u stvari beskonac¢nog broja takvih Dekartovih proizvoda.
Primer
Neka je E = {(a,d),(a, f),(c, f)}. E je podskup Dekartovog proizvoda
skupova, na primer

F={a,b,c},G={d,e, f}, ili

F'={a,c,e},G' = {d,e, f,qg}, ili
F"={a,c},G" ={d, f}, ili ...

Za dati skup R uredenih parova nekada je potrebno odrediti najmanji Dekar-

tov proizvod ¢iji je R podskup. Najmanji A i B takvi da je R C A x B moze
se dobiti uzimajuci da je

A={a| (a,b) € Rzaneko b}
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B ={b]|(a,b) € Rzanekoa}

Skupovi A i B nazivaju se projekcija skupa R na prvu, odnosno, drugu
koordinatu.

Zadatak
Za dati skup uredenih parova R = {(1, 3), (2,4), (4,3), (3,2), (1,5), (2,2),(2,7)}
nac¢i najmanje skupove A i B takve da je R C A x B. Koliko ¢lanova ima
skup A x B?

Resenge
A=1{1,2,3,4}, B=1{2,3,4,5,7}. Skup A x B ima 20 ¢lanova.

Zadatak
Sta je skup A x B ako je:

a) A={0}iB={a,b}?
b) A=0iB = {a,b}?

Resenge

a) Ax B={(0,a),(0,b)}.
b) Ax B =10.

Ranije smo govorili da se relacije uspostavljaju izmedu clanova skupa. Pojam
relacije moze se formulisati unutar teorije skupova na slede¢i na¢in: skup R
je binarna relacija ako je svaki element iz R uredeni par, to jest za svaki
element z € R postoje z iy takvi da je z = (z,y). Zapis (z,y) € R oznacava
istu stvar kao prethodni zapis zRy.

Umesto da kao ranije govorimo o relaciji R na jednom skupu mozemo
govoriti o relaciji izmedu ¢lanova skupa A i B koji odgovaraju prvom i drugom
elementu uredenog para. Skupovi A i B mogu biti jednaki i samo tada se
moze govoriti o osobinama refleksivnosti, tranzitivnosti i simetri¢nosti.

Primer
Neka je K skup svih kamila a L skup svih ljudi. Tada je relacija R =, majka
od“ izmedu K i L (kao i izmedu L i K) prazan skup. Relacija R’ =,ima
viSe kopita od“ izmedu K i L je K x L dok je ta ista relacija izmedu L i
K prazan skup 0.

Zadatak

Neka je S neki proizvoljan skup i neka je P(S) partitivni skup od S. Neka je
R skup svih onih parova (z, A) € S x P(S) za koje je x € A. Sta predstavlja
ova relacija?
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Resengje

Ova relacija R je relacija ,je ¢lan od“ izmedu ¢lanova od S i podskupova
od S. Uzmimo za primer skup S = {a,b}. Njegov partitivni skup je
P(S) = {0,{a},{b},{a,b}}. Dekartov proizvod ova dva skupa je S X
P(S) ={(a,0), (a,{a}), (a,{b}), (a,{a,}), (b,0), (b, {a}), (b,{b}), (b, {a, b})}.

S obzirom da relacija R sadrzi samo one parove (z, A) za koje vazi da je
x € A, odatle sledi da R sadrzi parove {(a, {a}), (a,{a,b}), (b,{0}), (b,{a,b})}.

Projekcije od R na prvu i drugu koordinatu zovu se u slucaju relacije domen
i opseg i definisu se na sledeé¢i nacin: domen relacije R je {z | (z,y) €
R, za neko y} a opseg relacije R je {y | (z,y) € R, za neko x}.

Primer

Neka je R = {(z,y) | = je drzava u Evropi a y je glavni grad od z}. Tada
je domeng = skup svih evropskih drzava a opsegr = skup svih evropskih
glavnih gradova.

Primer

Neka je R = {(z,y) | x i y su prirodni brojevi i y = 2z}. Tada je
domeng = skup svih prirodnih brojeva {0,1,2,3,...} a opsegr = skup
svih parnih prirodnih brojeva {0,2,4,...}.

Primer

Neka je relacija R =,dva puta veéi od “ definisana na skupu svih neparnih
prirodnih brojeva. Tada je domengr = opsegr = 0 jer je relacija R = ()
posto ne postoji neparan broj koji je dva puta vec¢i od nekog drugog
neparnog broja.

Ako je relacija R C A x B, onda je njena inverzna relacija R~ C B x A

definisana na slede¢i nacin: R™' = {(b,a) | b € B,a € A,i (a,b) € R}.

Primer

Neka je H = {9,10,11,12} i J = {3,4,5}. Relacija R =, jeste umnozak
od“ izmedu skupova H i J je:

HxJ = {9,3),(9,4),(9,5),(10,3), (10,4), (10,5),
(11,3), (11,4), (11,5), (12,3), (12,4), (12,5)}
R = {(9,3),(10,5),(12,3), (12,4)}

R C HxJ

Njena inverzna relacija je podskup Dekartovog proizvoda J x H: R~! =
{(3,9), (5,10, (3,12), (4,12)} (R~ =, jeste delilac od*).

2.5.2 Funkcije

Pojam funkcije je osnovni u svim granama matematike i uvek ima isto
znacenje. Funkcija f : X — Y je pravilo koje svakom elementu z € X
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dodeljuje jedinstven element y drugog skupa Y. Skup X je domen funkcije
f. Element y koji se dodeljuje elementu z € X naziva se vrednost funkcije
fuz. Skup Y je kodomen funkcije f. Funkcija f je jednoznac¢no odredena
svojim domenom, kodomenom i pravilom preslikavanja.

Ovo pravilo se moze izraziti na vise nacina. Najelementarniji nacin je
zadavanje liste vrednosti, kao na primer:

. f(z)
1] 1
21 17
3| 48
4| 33

Ovaj nacin je pogodan samo kada je domen konacan. Uobic¢ajeno je, medutim,
da se funkcija izrazi matematickim izrazom kakav je, na primer, f(x) = 2z+1.
Ovo pravilo bi se moglo rec¢ima izraziti ovako: ,Da bi se odredila vrednost
funkcije f u z treba pomnoziti x sa 2 i dodati 1“. Iz definicija funkcije i
preslikavanja vidi se da je funkcija pravilo kojim se uspostavlja preslikavanje.

U okviru teorije skupova, funkcija je profinjavanje definicije relacije; naime,
funkcije su specijalna vrsta relacije. Funkcija iz skupa X u skup Y je relacija
f takva da je domen; = X i takva da za svako x € X postoji jedinstven
element y € Y takav da je (z,y) € f.

Na primer, ako i X i Y oznacava skup svih ljudi, relacija x Ry koja znaci
»y je otac od x“ je funkcija ali relacija xR’y koja znaci ,y je brat od x*“ nije
(jer x moze imati vise brace a samo jednog oca).

Zahtev da element y bude jedinstven moze se izraziti i na slede¢i nacin:
ako je (z,y) € fi(x,z) € f onda je y = z. Da bi se istaklo da su funkcije
relacije mogli bismo da nastavimo da pisemo (z,y) € f umesto y = f(x) ali
ovo drugo je uobicajenije.

Primer

Relacija R = {(6,24),(9,2),(13,24),(5,2),(7,24)} jeste funkcija jer je

svakom x € domeng dodeljena samo jedna vrednost y € opsegg.

Relacija R = {24, 6), (2,9), (24,13),(2,5), (24, 7)} nije funkcija jer postoje

elementi z € domenpg kojima je dodeljeno vise vrednosti y € opsegr: to

su elementi 24 i 2.

Relacija R = {(z,y) |  je neparno ay je parno} nije funkcija, jer su svi

uredeni parovi neparnih i parnih brojeva u relaciji, tj. (3,2),(3,4),(3,6),(3,8),...

R.
Relacija R = {(z,y) | i y suljudi i z je majka od y} nije funkcija jer
majka xr moze imati vise dece.
Posmatrajmo funkciju iz skupa X u skup Y. Da bi funkcija uopste bila
definisana svaki element od X mora biti ukljucen kao prvi clan u jedan od
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uredenih parova odgovarajucée relacije. Svi drugi ¢lanovi ovih parova moraju
biti elementi od Y ali svi elementi od Y ne moraju biti ukljuceni u ovim
uredenim parovima. Ako jesu ukljuceni, to jest ako za svako y € Y postoji
x € X takvo dajey = f(x) onda funkcija preslikava X na Y. Skup elemenata
od Y koji su vrednost nekog x je opseg funkcije f. Opseg funkcije f je ili
skup Y ili neki njegov pravi podskup.

Ako je A podskup domena X onda je slika skupa A funkcijom f skup
svih onih elemenata od Y koji su vrednost funkcije f u nekoj tacki z iz A.

F(A) = {y | y = f(x), 7 neko z € A}

Primer
Opseg funkcije f(z) =z za © € A je skup A.
Opseg funkcije

0, akojex > 01z je parno

, ako jex > 01z je neparno

koja je definisana na skupu X prirodnih brojeva je skup {0,1}. Slika
skupa A = {x | x > 0 i z je neparno} funkcijom f je je skup {1}.

Neki vazni primeri funkcija su:

1. Jedinicna funkcija na skupu X je funkcija iz X na X koja je definisana
sa f(x) = x za svako x € X.

2. Projekcija iz X x Y na X je funkcija iz skupa X x Y na skup X
definisana sa f(z,y) = = za svako (z,y) € X x Y.

3. Karakteristicna funkcija podskupa A skupa X je funkcija fi iz X na
skup {0, 1} definisana sa:

1, akojex e A
fe(z) = .
0, akojexe X — A

Primer
Neka je X skup svih takvih nenegativnih celih brojeva koji su umnosci
broja 10: {0, 10,20, 30,...}. Ako je A C X koji sadrzi sve nenegativne
cele brojeve koji su umnosci broja 30: {30, 60,90, ...} onda je karakter-
isticna funkcija podskupa A skupa X:

ful) 1, akojex>0ixz=0 (mod 30)
xTr) =
g 0, akojex>0ixz=0 (mod 10)aliz#0 (mod 30)
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Funkcija je pravilo koje uspostavlja preslikavanje, odnosno korespondenciju.
1-1 funkcija je ona funkcija koja uspostavlja 1-1 preslikavanje. Svaka 1-1
koja je funkcija iz opseg; na X. Inverzna funkcija definise se sa f~'(y) = z
za koje je f(x) = y. Funkcija koja nije 1-1 nema inverznu funkciju jer bi
za neko y postojalo vise razlicitih = takvih da je f(z) = y, pa f~'(y) po
definiciji ne bi bila funkcija.

Primer

Neka je relacija R definisana na sledeci na¢in: R = {(x,y) | « je neparno
iyjeparnoiy = z+1}. Ova relacija jeste funkcija jer svakom x € X pri
¢emu je X skup svih neparnih (celih) brojeva odgovara tacno jedan broj
— paran broj za jedan veéi od njega. Uredeni parovi koji pripadaju ovoj
relaciji su, na primer, (1,2),(3,4),(5,6),... € R. Domen ove funkcije je
skup svih neparnih celih brojeva a opseg je skup svih parnih celih brojeva
ve¢ih od 0. Funkcija jest inverzna jer je svaki paran broj pridruzen tac¢no
jednom neparnom broju, onom koji je za jedan manji od njega. Relacija
koja definise ovu inverznu funkciju je R' = {(x,y) | = je parno i y je
neparno i y =  — 1} i nju ¢ine parovi (2,1), (4,3),(5,4),... € R'.

Zadatak
Neka je f : N — N definisana na slede¢i nac¢in: vrednost f(x) je zbir
cifara broja x.

a) Sta su vrednosti f(5), £(12), £(253), f(f(253))?

C

)
b) Sta je redenje jednacine f(z) = 57
) Dali je funkcija ,na“?

)

d) Dali je funkcija 1-17

a) f(5) =5, f(12) =3, f(253) = 10, f(f(253)) = f(10) = 1.

b) Resenje jednacine f(x) = 5 je skup svih prirodnih brojeva ¢&iji je zbir
cifara 5: {5, 14, 41,23, 32,50, 104, 113,122, 131, 140, .. .}.

c¢) Funkcija jeste ,na“ jer se za svaki prirodni broj iz N moze odrediti broj
iz N koji ima tac¢no taj zbir cifara. Npr. jedan broj ¢iji je zbir cifara
23 je T772.

d) Funkcija nije 1-1 kao $to pokazuje resenje zadatka pod b).
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Zadatak
Neka je data funkcija f(x) = 7z — 1 definisana na skupu realnih brojeva
R.

a) Dali je funkcija 1-17
b) Sta je njena inverzna funkcija?
Resenge

a) U pitanju je linearna funkcija, a linearne funkcije su 1-1. Za 1-1 funkcije
vazi da ako su vrednosti funkcije jednake za dva realna broja z; i x,,
onda su ti brojevi jednaki. U ovom slucaju, ako je 7x; — 1 = Txy — 1,
onda je 7Tx; = Txo, pa prema tome xrq, = Ts.

b) Inverzna funkcija je f~'(z) = 2z + 1.

Kao sto se pojam uredenih parova moze prosiriti na pojam uredenih trojki,
uredenih cetvorki, i tako dalje, tako se i pojam relacije moze prosiriti sa
binarnih na ternarne, i tako dalje, a pojam funkcije se moze proSiriti na
funkcije dve promenljive, funkcije tri promenljive, i tako dalje. Funkcija dve
promenljive z = f(x,y) mozZe se zapisati kao uredena trojka (x,y, ), funkcija
tri promenljive w = f(x,y, z) kao uredena cetvorka (x,y, z,w) i, u opstem

slucaju, funkcija n promenljivih z,1 = f(xy,...,2,) kao uredena (n + 1)-
torka (x1,...,Tn, Tpi1)-
Primer

Neka je relacija R definisana na slede¢i naé¢in:

R = {(z,y,2) | x iy su bilo koja dva cela broja i
z je veéi od brojeva x iy, ako je x # y
z =z ako je x =y}

Ova relacija jeste funkcija, na primer funkcija z = maz(x,y). Vrednost
ove funkcije u (x,y) je veéa od ove dve vrednosti, odnosno prva od njih
ako su one jednake. Ova relacija sadrzi, recimo, sledece trojke:

(1,1,1) € R
(1,2,2) € R
(5,3,5) € R

a ne sadrzi ni trojku (2,5,4) ni trojku (2,5,2).
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2.5.3 Kompozicija relacija i funkcija

Proizvod ili kompozicija dve relacije se definiSe na slede¢i na¢in. Neka je
relacija R uspostavljena izmedu skupova A i B, a relacija S izmedu skupova
B i C, onda je komporzicija ove dve relacije S o R = {(a,c) | a € A,c €
C i postoji b € B takvo da je (a,b) € R1i (b,c) € S}.

Primer
Neka je relacija R C {a,b}x{1,2,3} definisanasa R = {(a, 1), (a,2), (a,3), (b,2)},
a relacija S C {1,2,3} x {x,y} definisana sa S = {(1,y), (2, ) (3,2)}.
Kompozicija relacija Ri S je So R = {(a,y), (a,x), (b,x)}.

Zadatak
Neka je relacija R C {1,2,3} x {1,2,3,4} definisana na slede¢i nacin:
R ={(1,1),(2,3),(2,4),(3,1),(3,4)}, a relacija S C {1,2,3,4} x {1,2}
definisana sa S = {(1,1),(1,2),(2,1),(3,1), (4,2)}.

a) Sta je inverzna relacija R™17?

U«

b

ta je inverzna relacija S—'?

)
)
¢) Sta je kompozicija relacija S o R?
)
) S

d) Sta je inverzna relacija (S o R)~!
e) Sta je kompozicija relacija B! o S~17
Resenge

a) R71=1{(1,1),(3,2),(4,2),(1,3), (4,3)}={(1,1),(1,3), (3,2), (4,2), (4,3)}.

b) S~ ={(1,1),(2,1),(1,2),(1,3),(2,4)}={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,4)}

¢) SoR={(1,1),(1,2),(21),(22),(31),(32)}

d) (SoRr)™'={(1,1),(2,1),(1,2),(2,2),(1,3),(2,3)}={(1,1), (1,2), (1,3),
(2,1),(2,2),(2,3)}.

e) R oS '={(1,1),(1,3),(1,2),(2,1),(2,3), (2,2)}={(1. 1), (1.2), (L1, 3),
(2,1),(2,2),(2,3)}=(S o R)~.

Zadatak
Neka je relacija R definisana na skupu svih ljudi kao ,roditelj od*, a
relacija S sa ,brat od*.

a) Sta je inverzna relacija R~'?
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b) Sta je inverzna relacija S—17

c) Sta je komporzicija relacija R o S?

d) Sta je kompozicija relacija R o R?

e) Sta je kompozicija relacija S~' o R™1?
Resenje

a) R™! je relacija ,dete od*.

b) S7! je relacija ,brat ili sestra od*“.

¢) RoS = je relacija ,stric ili ujak od“ (jer je a brat od b, a b je roditelj
od ¢).

d) Ro R je relacija ,baba ili deda od*.

e) S7'o R7! je relacija ,bratanac (bratanica) ili sestri¢ (sestri¢ina) od*
(jer je a dete od b, a b je brat ili sestra od c).

Kompozicija ili slaganje funkcija f: A — Big: B — C je funkcija go f :
A — C koja se definiSe na slede¢i nacin:

go f={(a,c)| postoji b€ B takvo da je (a,b) € f i (b,c) € g}

Posto za svako a € A postoji jedinstveno b takvo da je (a,b) € f i za
svako b € B postoji jedinstveno ¢ takvo da je (b,c) € g sledi da za svako
a € A postoji jedinstveno c¢ koje pripada ovako definisanom skupu g o f te
on predstavlja funkciju. Kompozicija funkcija g o f se pise jos i c = g(f(a)).
Prema definiciji inverzne funkcije sledi da je f~(f(x)) = .

Primer
Neka su date funkcije f(z) =2z + 51 g(x) = bz + 3. Onda je:

(fof)= 220 +5)+5= dr+10+5 = 4x 4+ 15
(fog) = 2(bx+3)+5= 10z +6+5= 10z + 11
(gof)= 52z +5)+3 = 10z + 25+ 3 = 10x + 28
(gog) = 50524+ 3) +3 = 25z + 15+ 3 = 25z + 18
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2.5.4 Sekvencije

Sekvencija je funkcija ¢iji je domen ili konac¢ni podskup prirodnih brojeva
{0,1,...,n} ili skup svih prirodnih brojeva a opseg je ma koji skup.

Prema konvenciji, ako je domen skup {0,1,2,...,n} za neko n sekven-
cija se specifikuje ispisivanjem redom njenih vrednosti u tackama 0,1,...,n.
Na primer, ako je sekvencija definisana funkcijom f(z) = 3z na domenu
{0,1,2, 3,4} onda bismo tu funkciju, koja je vrsta relacije, mogli da zapisemo
u obliku skupa uredenih parova: {(0,0), (1,3),(2,6),(3,9), (4,12)}. Prema
konvenciji se, medutim, sekvencija pise jednostavno 0, 3,6,9,12. Kada pro-
menljive zamenjuju ¢lanove sekvencije onda su one indeksirane: xg,xy, ..., %,
za konacne sekvencije i xg, x1, T2, . . . za beskonacne sekvencije.

Sekvencije se obi¢no zadaju definisanjem vrednosti ¢lana x; u zavisnosti
od 7. Na primer,

21, za parne ¢ i ¢ < 100
T =
‘ —21, zaneparne 17 < 99

Ovim je definisana sekvencija 0, —2,4, —6,8, ..., —198, 200.
Sekvencije se ¢esto zadaju i definisanjem vrednosti ¢lana x; u zavisnosti
od vrednosti ¢lanova sekvencije koji mu prethode, na primer, x; ;. Tako

0, zai =0
xTr; =
31’1',1 -+ 1, za 1 >0

definise sekvenciju 0, 1,4, 13,40, . ...

Primer
Prvih sedam clanova sekvencije x; = 3¢ + 1, za ¢ > 0 su 1,4,7,10, 13,
16,19. Prvih sedam clanova sekvencije x; = max(i,3), za i > 0 su
3,3,3,3,4,5,6.
Sekvencija definisana na sledec¢i nacin:
)L zai=0,1
= Jico+ fic1, zai>1

poznata je pod nazivom Fibonacijev niz. U toj sekvenciji je svaki ¢lan
(osim prva dva) jednak zbiru prethodna dva ¢lana sekvencije. Prvih nekoliko
clanova ove sekvencije su: 1,1,2,3,5,8,13,21,34,....



56
2.6 Pojam konac¢nog i beskonacnog skupa

Uobicajena definicija konac¢nosti i beskonacnosti zasniva se na intuiciji da je
konacan skup onaj ¢ije je ¢lanove moguce prebrojati. Odavde sledi stroga
definicija:

DEFINICIJA

Skup S je konacan ako postoji prirodan broj n takav da je moguce us-

postaviti 1-1 preslikavanje izmedu elemenata skupa S i skupa {0, 1,2, 3,4, . ..

1.

Skup S je beskonacan ako nije konacan.

Ovi pojmovi mogu se definisati na alternativan ali ekvivalentan nacin koji
je formulisao Dedekind. On proistice iz ¢injenice da se, recimo, moze us-
postaviti 1-1 korespondencija izmedu skupa svih nenegativnih celih brojeva
{0,1,2,3,...} i skupa svih parnih nenegativnih celih brojeva {0,2,4,6,...}.
Pravilo koje uspostavlja korespondenciju je funkcija f(n) = 2n.

DEFINICIJA

Skup S je beskonacan ako se moze uspostaviti 1-1 preslikavanje izmedu
elemenata skupa S i nekog njegovog pravog podskupa.

Skup S je konacan ako nije beskonacan.

Ove dve definicije nazivaju se Dedekindova definicija beskonacnostii Dedekin-
dova definicija konacnosti.

Za dva skupa izmedu kojih se moze uspostaviti 1-1 korespondencija kaze
se da imaju isti kardinalni broj. Za skup koji moze da uspostavi korespon-
denciju sa skupom prirodnih brojeva kaze se da ima isti kardinalni broj kao
skup prirodnih brojeva ili da mu je kardinalnost alef-0.

Kardinalnost alef-0 ima, na primer, skup celih brojeva: korespondencija
1-1 se moze uspostaviti izmedu skupa celih brojeva i skupa prirodnih brojeva
na slede¢i na¢in: 0 — 0,1 +— 1, =1 +— 2, 2+— 3, =2 — 4, .... Pravilo koje
uspostavlja korespondenciju je funkcija

2
—45, ako je n paran ceo broj

f(n) =

{”“ ako je n neparan ceo broj

Kardinalnost alef-0 ima i skup svih racionalnih brojeva iako intuitivno
izgleda da njih ima mnogo vise. Medutim moze se uspostaviti 1-1 korespon-
dencija izmedu skupa svih prirodnih i svih racionalnih brojeva, na primer,
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na sledeé¢i naéin:

NONON NN

1 2 3 4 5 6
A T T I T
1 2 3 4 5

3 3 3L 5 5
1 2 3 4

3 3337

1 2 3

1< 1917

1 2

5¢ 5

1

6

Prvo se uspostavlja korespondencija izmedu elemenata ovog niza i pozitivnih
celih brojeva na slede¢i nacin: pocinje se u gornjem levog uglu a zatim se
prebrojavaju redom dijagonale od gornjeg reda do leve kolone. Prvih nekoliko
clanova korespondencije su:

1 2 1 3 2 1 4
- 1, - 2 - — =4, = — —
1i—>,1l—>,2i—>3,11—>,2H5,31—>6,1H7,

Zatim se moze uspostaviti korespondencija izmedu svih negativnih racional-
nih brojeva i negativnih celih brojeva, 0 i 0 a zatim se moze primeniti ve¢
uvedena procedura koja preslikava cele brojeva u prirodne da bi se dobila 1-1
korespondencija izmedu svih racionalnih brojeva i svih prirodnih brojeva.

Uspostavljanje 1-1 korespondencije izmedu ¢lanova nekog skupa i prirod-
nih brojeva pomocu neke dobro definisane procedure kao $to je ova naziva
se efektivno nabrajanje svih ¢lanova skupa, pa su to prebrojivo beskonacni
skupoui.

Posto se utvrdi da je skup racionalnih brojeva iste veli¢ine kao i skup
prirodnih brojeva moze se ste¢i utisak da su svi beskonacni skupovi iste
velicine. To, ipak, nije sluc¢aj i moze se pokazati da su sledec¢i skupovi veci
od skupa prirodnih brojeva:

a) Skup realnih brojeva ima kardinalnost veéu od skupa prirodnih brojeva.
Sta vise skup realnih brojeva x iz intervala 0 < z < 1 je vedi od skupa
prirodnih brojeva;

b) Partitivni skup prirodnih brojeva P(N);

Skupovi koji imaju kardinalnost alef-0 nazivaju se prebrojivo beskonacni.
Skupovi koji nisu prebrojivi nazivaju se neprebrojivo beskonacni. Svi nave-
deni skupovi koji su veci od skupa prirodnih brojeva su neprebrojivo beskonacni
i imaju istu kardinalnost — kardinalnost kontinuuma c.
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Zadatak
Neka postoji hotel u kome ima beskonac¢no, ali prebrojivo, mnogo jed-
nokrevetnih soba koje su numerisane brojevima 1,2, 3,.... U subotu vece

hotel je pun, to jest sve sobe su popunjene. Dolazi Petar Petrovi¢ i trazi
sobu. Usluzni vlasnik hotela moli svakog gosta da se iz svoje sobe ¢iji je
broj n preseli u sobu ¢iji je broj n+ 1. Na taj nacin soba 1 ostaje prazna
i u nju se useljava Petar Petrovi¢.

U nedelju vece hotel je i dalje pun. Ulazi i trazi smestaj fudbalski
tim sa beskonacno, ali prebrojivo, mnogo igraca ¢iji su brojevi dresova
1,2,3,.... Kako bi ih usluzni vlasnik hotela mogao smestiti?

Resenge
Usluzni vlasnik hotela bi zamolio svakog gosta da se preseli iz svoje sobe
broj neparan. Sada vlasnik hotela moze zamoliti svakog ¢lana fudbalskog
tima da se useli u sobu ¢iji broj zavisi od njegovog broja dresa: ako je

broj njegovog dresa m, on treba da se useli u sobu ¢iji je broj 2m — 1.

2.7 Zadaci

Primer jednog testa

1. (a) Za date skupove A, B, C'i D izracunati Dekartove proizvode A x B
iC xD.

A=1{1,2,3,4,5}, B={a,b,c},C ={1,2,3}, D ={a,b,c,d}

(b) Za relacije RC Ax BiT C A x B odrediti njihove komplemente
R’ iT" u odnosu na skup A x B:

R = {(1’0’)3 (2,&), (3,(1)},T = {(1,&), (27b>7 (370)}

(¢) Zarelacije S C C x D iV C C x D odrediti njihove komplemente
S"1 V' u odnosu na skup C x D:

S = {(1,@), (2,@), (370’)}7v = {(1,@), (27b)7 (376)}

(d) Odrediti koje od relacija R, T,R' i T, S,V,S" i V' su funkcije
(D/N):
R:A— B;T:A— B; R:A—BT:A— B
S:C—-D;V.C— D, S":C—-D;V':C—D
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(e) Da li medu funkcijama ima “1-1” funkcija i koje su (ako ih ima)?
Da li medu funkcijama ima “na” funkcija i koje su (ako ih ima)?
Obrazloziti odgovor.

(Napomena: Komplement E’ skupa F u odnosu na skup F' je skup
F—-FE.)

2. Neka je R relacija izmedu skupova {m,n,p} i {m,n,p,q} definisana
sa R = {(m,m),(n,p),(n,q),(p,m),(p,q)}, a neka je relacija S =
{(m,m), (m,n), (n,m), (p,m), (¢,n)} definisana izmedu skupova {m, n, p, ¢}
i {m,n}. Odrediti:
(a
(b
(c) SoR;
(d (S oR)™!
Lo 8- 1
f) Kakvi su skupovi (SoR)™'i R71o S717?

) R
) S
)
)
(e) R
(f)
3. Neka je sekvencija definisana sa: zy = 0,2,0.1 = 1 — x,, n je ceo
nenegativan broj.

a) Odrediti prvih 8 elemenata sekvencije.

b) Po definiciji, svaka sekvencija je funkcija: Sta je domen, a Sta opseg
date sekvencije?

c) Dali je funkcija “1-17? Obrazloziti odgovor.

Resenja zadataka

1. a)

AxB= {(1,a),(1,0),(1,¢),(2,a),(2,b),(2,¢),(3,a),(3,b),
(3,¢), (4, a), (4,0), (4, ¢), (5,a), (5,0), (5,¢)}

Cx D= {(1,a),(1,b),(1,¢),(1,d), (2 a),(2,0),(2c),(2d),
(3,a),(3,0),(3,¢), (3,d)}



R =(AxB)-R ={(1b),(1,0),(2,b),(2,¢),(3,b),(3,¢),
(4,a), (4,0),(4,¢),(5,a),(5,b), (5,¢)}
T/:<AXB)_T ={(1,0), (1,¢),(2,a),(2,¢), (3,a), (3,b),
(4,a),(4,0),(4,¢),(5,a),(5,0), (5, ¢)};

d)
S =(CxD)—8 ={(1,b),(Lc),(Ld),(2b),(20),(2d),
(3,0),(3,¢), (3, d)}
=(Cx D)=V ={(1,b),(1,¢),(1,d),(2,a),(2,0),(2,d),
(3,a),(3,0), (3,d)};
e)

R:A—-B,NT:A—-B;N R:A—B;,NT :A— BN
S:C—-D;DV:C—-D;D S:C—D;NV':C—DN

f) Funkcije je relacija V' (svako y iz D je slika najvise jednog z iz C
i definisana je na celom skupu A). Funkcija V' nije “na” jer se ni
jedan element iz C' ne slika u d € D.

- (a) B™ = {(m,m), (p,n), (q,n), (m,p), (¢ p)};
(b) S71 ={(m,m), (n,m), (m,n), (m,p), (n,q)};
(¢) SoR={(m,m),(m,n), (n m), (n,n), (p,m), (p,n)};
(d) (SoR)™" = {(m,m),(n,m),(m,n), (n,n), (m,p), (n,p)};
(e) R™1o 5™t ={(m,m),(m,p),(n,m),(n,p), (m,n), (n,n)};
(f) Skupovi su identi¢ni.

.a) 0,1,0,1,0,1,0, 1;
b) Domen je skup prirodnih brojeva, a opseg je skup {0, 1};

¢) Funkcija nije “1-17. Svi parni projevi se preslikavaju u 0, a svi
neparni u 1.
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Zadaci za vezbu

1. Sta su domen i opseg slede¢ih relacija:

a) R={(z,y) |z eSyeSiz=y}

b) R = {(aa b>> (a7 C)v (a7 d)7 (b, C), (ba C)}§
¢) R =,manje od“ na skupu nenegativnih celih brojeva {0, 1,2,3,...}.

2. Neka je E={z |z >0ixzjeparno} i O = {z | x > 0ix je neparno}.
Rec¢ima izraziti relaciju izmedu skupova £ i O koja:

a) je prazna;
b) nije prazna;

3. Za slede¢a tvrdenja odgovori da li su tacna ili netacna i obrazlozi
odgovor:

a
b

) Svaka relacija R izmedu A i B je podskup od A x B;
) 0

¢) 0 je podskup svake relacije R;
) 0
)

je clan svake relacije R,

d
e

je relacija;
A je podskup od A x B za svaka dva skupa A i B.
4. Sta je opseg funkcije f(x) = x (mod 2) definisane na skupu celih bro-

jeva. Da li je to karakteristi¢cna funkcija? Ako jeste, kog podskupa
celih brojeva je f(x) karakteristicna funkcija?

5. Koje od sledec¢ih relacija su funkcije dve promenljive:

a) R={(x,y,z) | x je neparno, y je parno i
z je umnozak od 10};
b) R = {(z,y,2) | z je ime nekog grada u Evropi,
y je ime neke drzave u Evropi, a

z je “da” ako je grad x u drzavi y, inace je “ne”.}

6. Koje od sledecih relacija su funkcije:

a) R={(x,y) | x je neparno ,y je parno ,y = 2x};
b) R ={(z,y) | = je ceo broj,y = 3};

¢) R={(z,y) | riysuljudiiyje majkaod z};

d) R={(x,y) | viysuljudiiy je potomak od x};
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Za relacije koje su funkcije odrediti domen i opseg. Za funkcije koje su

1-1 odrediti inverznu funkciju.

7. Neka je S skup svih nenegativnih celih brojeva deljivih sa 5 (S =
{5,10,15,20,...}), i neka je T' C S skup koji sadrzi sve nenegativne

cele brojeve koji su deljivi sa 10 (T

= {10,20,30,40,...}).

Sta je

karakteristicna funkcija podskupa T skupa S7

8. Zapisati prvih sedam c¢lanova sekvencije definisane sa:

a) r;=1i1+1zax >0;

b) & = 21:, zaQSz’SZ
2i+1, zai>?2
1, zai =10

C) xXr; = 9
xi—1+17

9. Sta je opseg funkcije:

zaxr > 1

\
fla) =4

8

Y

1
+2,

SR

8

Y

za ceo broj x.

zax >0
zax <0

zax =0

Da li je to karakteristicna funkicja? Ako jeste, kog

podskupa celih brojeva je f(x) karakteristicna funkcija?



