Grafovi
1. Uvod

U okviru predmeta Informatika za bibliotekare govorili smo o relacijama
koje su definisane na nekom skupu: relacija je definisana na nekom skupu A ako
za svaka dva elementa skupa A moZemo da kaZemo da jesu u relaciji ili da nisu u
relaciji. Relacija se na nekom skupu moze predstaviti tablicom ali 1 usmerenim
grafom. Pogledajmo primer.

Na skupu {-2, -1, 0, +1, +2} definisana je relacija R na slede¢i nacin: xRy
ako i samo ako je x> + 2y* < 5. Predstaviti relaciju R tablicom, usmerenim grafom i
ispitati svojstva relacije R.
2-110|+1|+2

2 |F|F|T|F |F
-1 |F|T|T|T |F
0 F|T|T|T |F
+1|F |T|T|T |F
+2|F |F |T|F |F

Kakve su osobine ove relacije?

1. Refleksivnost: Relacija je refleksivna ako Vx € A vazi da je xRx. Kako se vidi da
li je relacija refleksivna iz tablice? Sve vrednosti na dijagonali treba da budu T
(true). Kako se vidi da li je relacija refleksivna iz usmerenog grafa? Svaki ¢vor u
grafu treba da ima luk koji pokazuje samog sebe. NaSa relacija nije refleksivna jer
svi ¢vorovi nemaju luk koji pokazuje samog sebe (-2 i +2). Relacija nije ni
irefleksivna jer neki ¢vorovi imaju luk ka samom sebi (-1, 0, +1).

2. Simetricnost: relacija je simetriCna ako Vx, y € A koji ne moraju biti razliCiti
vazi da ako je xRy = yRx. Kako se vidi da li je relacija simetri¢na iz tablice? Sve
vrednosti u tablici moraju da budu simetri¢ne (iste) u odnosu na dijagonalu. Kako
se vidi da li je relacija simetri¢na iz usmerenog grafa? Ako postoji luk iz ¢vora x u
¢vor y onda mora postojati 1 luk iz ¢vora y u ¢vor x. Relacija R nije simetri¢na jer
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to ne vaZzi za svaka dva ¢vora; postoji luk iz ¢vora -2 u ¢vor 0, ali ne postoji luk iz
¢vora 0 u ¢vor -2. Relacija nije ni asimetri¢na jer za neka dva ¢vora vazi da postoje
lukovi u oba smera (npr. ¢vorovi -1 1 +1).

3. Tranzitivnost: relacija je tranzitivna ako Vx, y, z € A koji ne moraju biti razliCiti
vaZzi da ako je xRy 1 yRz = xRz. Kako se vidi da 1i je relacija tranzitivna iz tablice?
To se iz tablice moze teSko uociti. Kako se vidi da 1i je relacija tranzitivna iz
usmerenog grafa? Ako postoji luk iz ¢vora x ka ¢voru y 1 postoji luk iz ¢vora y ka
¢voru z, onda mora postojati 1 luk iz ¢vora x ka ¢voru z. NasSa relacija nije
tranzitivna jer postoji luk iz ¢vora +2 ka ¢voru 0 1 postoji luk iz ¢vora 0 ka ¢voru
+1, a ne postojati luk i1z ¢vora +2 ka ¢voru +1. Relacija nije ni itranzitivna jer
postoji luk iz €vora -1 ka ¢voru 0 1 postoji luk iz ¢vora 0 ka ¢voru +1 1 postojati luk
iz ¢vora -1 ka ¢voru +1.

Zadatak 1: Neka je relacija R definisana na skupu {1, 2, 3, 4} na slede¢i nacin:
xRy ako 1 samo ako je x + 2y neparan broj.
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Relacija je nerefleksivna, nesimetriCna 1 tranzitivna. ZaSto? Tranzitivnost: Dva
broja su u relaciji R samo ako je prvi broj neparan. Dakle ako je xRy, to znaci da je
x neparno pa ¢e biti u relaciji sa bilo kojim drugim brojem iz skupa.
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2. Neusmereni grafovi

Problem sedam mostova grada Kenigsberga (sada je to Kalinjingrad u Rusiji)
preko reke Pregel je bio ovako postavljen: moze li Covek krecuci s nekog mesta da
prede sve mostove ta¢no jedanput i da se vrati u polaznu tadku. Cuveni $vajcarski
matematiCar Leonard Ojler (Leonhard Euler) je dao negativan odgovor na to
pitanje. Njegovo bavljenje ovim problemom postavilo je osnove matematicke
discipline teorije grafova. On je zakljuc¢io da kako se Covek krece po povezanom
delu zemlje nije ni od kakvog znacaja, vazno je samo kojim redom se prelaze
mostovi. Ceo problem je posmatrao apstraktno: zadrzao je samo povezane povrsine
zemlje (to su ¢vorovi) 1 mostove koji ith povezuju (to su lukovi). Tako se dobija
apstraktna struktura koja se naziva graf. Ojler je uoCio da kad god se nekim lukom
stigne u jedan Cvor, on se mora napustiti nekim drugim lukom, i to se ponavlja
koliko god puta se prolazilo tim ¢vorom (ali uvek je potreban drugi par lukova). To
znaci, da bi bio mogu¢ Ojelerov put — polazak iz jednog ¢vora i povratak u njega
koristeci sve lukove tacno jedanput — potrebno je da svi ¢vorovi imaju paran broj
lukova. Kasnije je dokazano da vazi i obrnuto: ako se u nekom grafu u svakom
¢voru sreCe paran broj lukova, u takvom grafu postoji Ojlerov put. Graf koji
apstrahuje problem sedam mostova grada Kenigsberga je neusmereni graf, jer se
svaki most, naravno, moZe preci u oba smera.

Graf se definiSe kao dvojka G = (A, L), gde je A skup Cvorova grafa, a L
skup lukova koji spajaju ¢vorove. Zapravo je L skup koji sadrzi (neuredene) dvojke
(ai, a), pri cemu ay, a, € A. Graf G je jednostavan ako nijedan ¢vor ne sadrZi
petlju, tj. skup L ne sadrzi dvojku (a, a), i ako ne postoji dvostruki luk izmedu dva
¢vora. Graf koji predstavljava mostove grada Kenigsberga nije jednostavan graf
iako ne sadrzi petlje (nijedan most ne povezuje isto parCe zemlje sa samim
sobom!), ali postoje dvostruki lukovi (postoji viSe mostova koji spajaju dve iste
povrsine zemlje).

Zadatak 2. Nacrtati jednostavan neusmeren graf G = (A, L) ¢iji je skup
¢vorova A ={a, b, c, d, e} 1 skup lukova L = {ab, ae, bc, bd, ce, de} 1 predstaviti ga
u obliku tablice.



a |blc|d]|e
al FIT|F|F|T
b|T |F|T|T|F
c/F|T\F|\F|T
dF | T FIF|IT
e|T|F|T|T|F

Treba uocCiti da je tablica neusmerenog grafa uvek simetrina u odnosu na
dijagonalu, jer ako je ¢vor a povezan lukom sa ¢vorom b, onda je i ¢vor b povezan
lukom s ¢vorom a.

Put duZine k u jednom grafu je niz razlicitih ¢vorova ay, ay, ..., a; takvih da
su a;; a;lukovi grafa za i = 1, ..., k. Jedan takav put se oznacava sa aoa;...a;. Na
primer, u gornjem zadatku je a b d e jedan put duzine 3.

Ciklus u grafu je niz ¢vorova ay, aj, ..., a; takvih da su a; | a;lukovi grafa za i
=1, ..., kidaje ay = gy, pri ¢emu se nijedan drugi ¢vor ne ponavlja. Na primer, u
gornjem zadatku je a b d e a jedan ciklus.

Aciklicni grafovi su grafovi koji ne sadrZe nijedan ciklus. Drveta su primer
acikli¢nog grafa.

Jedan graf je povezan ako postoji put izmedu svaka dva ¢vora. U principu se
svaki graf moZze razdeliti u podgrafove od kojih je svaki povezan. Podgraf jednog
grafa G = (A, L) je neki graf G'=(A', L) takavdaje A’ € A1 L’ < L. Najmanji broj
takvih povezanih grafova na koji se neki graf moze raspodeliti se naziva
povezanost grafa 1 obelezava se sa c(G). Povezanost grafa je pojam koji je veoma
vazan u konstrukciji raCunarskih mreza.

Algoritam za izra¢unavanje povezanosti grafa — Neka je G = (A, L) neki graf.
pocetak

A'=A /* na pocetku su svi ¢voroviu A" */

c=0 /* broj povezanih podgrafova je na pocetku 0 */
sve dok je A’ # & ponavljaj

pocetak

izaberiy e A’
nadi sve ¢vorove koji su sa y povezani nekim putem
1zbaci sve te ¢vorove kao 1y iz A" a odgovarajuce lukove iz L



c=c+1
kraj
kraj

Rad algoritma je prikazan za graf na slici sledeCom tabelom (razli¢itom bojom su
prikazani ¢vorovi koji se izbacuju iz skupa A’ u svakom prolasku kroz petlju).
Pokazuje se da ovaj graf ima povezanost 3, ¢(G) = 3, jer je najmanji broj povezanih
grafova u koji se moze razdeliti 3: G, = {{1, 3, 6, 8}, {1-6, 1-8, 3-6, 3-8}}, G, =
{{2,4,5}, {2-5,4-5}} 1 G; = {{7}, D}

AI

pocetni ¢vorovi {1,2,3,4,5,6,7, 8}

kad seizabere y=1|{2,4,5,7}

kad se izabere y =2 | {7}

kad se izabere y =7 | &

W=D

Zadatak 3. Predstaviti graf sa slike u obliku G = (A, L). Prikazati rad algoritma za
izraCunavanje povezanosti grafa za graf na slici i predstaviti njegove povezane

e

oblike.

G={{a,b,c,d,e,f}, {ab, bc, ca, ed, fe, df}}
A’ c

pocetni ¢vorovi {a,b,c,d, e, f} |0

kad seizaberey=a | { d, e, [} 1

kad se izabere y=d | & 2

b

CG)=2;G;={{a,b,c},{ab,bc,ca }},G,={{d, e, f},{edfe df }} ©



Problem sli¢an pronalazenju Ojlerovog puta je problem pronalazenja ciklusa u
grafu takvih da se svakim ¢vorom prode samo jednom. Takav ciklus se zove
Hamiltonov ciklus, a takvi grafovi Hamiltonovi grafovi.! Ovi grafovi se javljuju u
reSavanju problema redova voznje, telekomunikacionih mreza, 1 drugih. Za razliku
od problema Ojlerovih ciklusa, problem nalaZzenja Hamiltonovih ciklusa je vrlo
tezak. Da bi se proverilo da Ii je graf Ojlerov, dovoljno je znati stepene njegovih
¢vorova. Za utvrdivanje da li je graf Hamiltonov, to nije dovoljno. Ako se
pogledaju dva grafa prikazana na slici, oni oba imaju po 16 ¢vorova stepena 3 (u
svaki ¢vor ulaze(izlaze 3 luka), ali je prvi Hamiltonov, a drugi oigledno nije.” Za
razliku od Ojlerovih grafova, ne postoji jednostavno pravilo kojim se odreduje da li
u grafu postoji Hamiltonov ciklus. To je jedan od najvaznijih problema u teoriji
grafova koji joS uvek nije reSen.

Zadatak 4. Pronaci najduzi Hamiltonov ciklus u grafu sa slike.

) 4

Q
wn

tOvo je poznati problem koji je ime dobio po irskom matematic¢aru Vilijemu Hamiltonu, koji je predloZio popularnu
igru zasnovanu na ovom problemu 1857. godine.
? Slika je preuzeta sa stranice http://alas.matf.bg.ac.rs/~ml07199/algoritmi-final/Hamiltonovi_ciklusi.html.



Najduzi ciklus prolazi kroz sve ¢vorove ovim redom (ako se krene od ¢vora 1): 1,
2,6,8,7,5,4,3, 1. Jos neki cilusi duzine 7: bibili 126 87431113457821.
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Hamiltonovi grafovi omogucavaju da se modeliraju mnogi konkretni
problemi, medu kojima je i klasi¢an problem trgovackog putnika. Taj problem bi
se mogao ovako formulisati: Trgovacki putnik treba da obide odreden broj gradova
koji su povezani putevima. Treba pronaci put koji prolazi kroz sve gradove samo
jednom, minimizirajuci pri tom cenu putovanja.

U odgovaraju¢em modelu Hamiltonovog grafa ¢vorovi su gradovi, lukovi
putevi, pri ¢emu se svakom putu pridruzuje feZina koja predstavlja cenu putovanja
(npr. duZina puta, trajanje putovanja i sl.) Da bi se reSio ovaj problem, treba
prona¢i Hamiltonov put ¢ija je tezina najmanja. Kao Sto smo rekli, ne postoji
efikasan algoritam za pronalazenje optimalnog puta, ali postoji efikasan algoritam
za pronalazenje skoro optimalnog resSenja (reSenja koje je bolje od vecine drugih).

Algoritam najbliZeg suseda - Ovaj algoritam pronalazi skoro optimalno resenje
za problem trgovackog putnika tako Sto generiSe Hamiltonov ciklus za tezinski
graf koji sadrZzi skup C¢vorova A. ReSenje je na kraju pronadeni put i njegova
ukupna teZina w.
pocetak
izaberia € A /* mesto odakle trgovacki putnik krece */
put=a
w=0
a'=a
oznatia' /*kroz oznaCene ¢vorove se proslo i u njih se vise ne ide */
sve dok postoje ¢vorovi koji nisu oznaceni ponavljaj
pocetak
Izaberi neki neoznaceni ¢vor b koji je najblizi a’
put = put b
w =w + teZina_luka(a'b)
a'=b
oznaci a’
kraj
/* proSlo se kroz sve ¢vorove */
put = put a /* povratak na pocetak */



w =w + teZina_luka(a'a)
kraj

Rad algoritma je za graf na slici prikazan tabelom, ako se polazi iz ¢vora D.

5
A B
8 /
6 10
2 D
3
b | put a |w |a' |skup oznacenih ¢vorova
na pocetku | - | D D |0 |D |D
petlja C|DC (D)|3 |C |DC
A | DCA (D)|9 |A |DCA
B|DCAB |(D)|14\B |DCAB
na kraju B | DCABD | (D) |24 | (B) | (D CA B)

Rezultat rada algoritma je Hamiltonov ciklus DCBAD ¢ija je ukupna teZina 24.
Kada bi se iscrpno proSlo kroz sve moguc¢nosti nasla bi se jo§ dva Hamiltonova
ciklusa: ABCDA tezine 23 1 ACBDA tezine 31. U kompletnom grafu koji ima 20
¢vorova (svaka dva ¢vora su povezana lukom) bilo bi oko 6,1 X 10'® Hamiltonovih
ciklusa. Ispitivanje svakog od njih bi zahtevalo jako puno raCunarskog vremena.

Zadatak 5. Primeniti algoritam najblizeg suseda na graf sa slike za pronalazenje
Hamiltonovog ciklusa polazeci od ¢vora A. Rad algoritma prikazati tabelom.



D

b | put a |w |a |skup oznacenih ¢vorova
na pocetku | - | A A |0 A |A
petlja C|AC (A)|4 |[C |AC

B |ACB (A)|{6 |B |ACB

D | ACBD (A)|9 |D |[ACBD

E|ACBDE |(A)|11|E |ACBDE
na kraju E |ACBDEA | (A) |19 | (E) | (ACBDE)

Kako bi izgledao Hamiltonov ciklus ako bi put krenuo iz ¢vora D 1 kolika bi bila
njegova tezina?

©

3. Usmereni grafovi
Usmereni graf, ili digraf, je par G = (A, L) gde je A konacan skup ¢vorova, a
L je relacija definisana na A. Vizuelna reprezentacija digrafa se sastoji od
oznaCenih C¢vorova koji su povezani usmerenim lukovima. Jednostavan digraf
nema ni petlje ni viSestruke lukove. To znaci da postoji najviSe jedan luk ab koji
povezuje ¢vor a sa ¢vorom b 1 najvise jedan luk koji povezuje ¢vor b sa cvorom a.

Na slici je prikazan jedan usmereni jednostavni graf koji se sastoji od
¢vorova A = {a, b, c, d} 1 skupa lukova L = {ab, bd, cb, db, dc}, kao 1 matrica
susedstva koja sada nije simetri¢na (jer ni relacija nije simetri¢na).



alblcld| qge b
a|F|T|F|F
b|F|E|F|T
¢c|F|T|F|F
d|F|T|T[F| ¢ < 4

Put duzine k u jednom digrafu je niz razliCitih ¢vorova ay, ay, ..., a; takvih da
su a;; a; usmereni lukovi grafa za i = 1, ..., k. Jedan takav put se oznaCava sa
aoa,...a;. Na primer, u gornjem zadatku je a b d ¢ jedan put duZine 3.

Ciklus u grafu je niz ¢vorova ay, ai, ..., a; takvih da su a;.; a;usmereni lukovi
grafazai=1, ..., k1idaje ay = a;, pri Cemu se nijedan drugi ¢vor ne ponavlja. Na
primer, u gornjem zadatku je b d ¢ b jedan ciklus. Aciklicni grafovi su grafovi koji
ne sadrZe nijedan ciklus.

Acikli¢ni grafovi su korisni za modeliranje situacija u kojima neki zadatak
treba da se obavi pre nekog drugog. Postojanje ciklusa u grafu bi impliciralo da se
neki zadatak obavlja pre samog sebe, §to je nelogi¢no. Kod problema uredivanja
zadataka, odgovaraju¢i aciklini graf se naziva PERT dijagram (eng. Project
Evaluation and Review Technique).

Zadatak 6. U toku studija biologije student Zeli da ukljuci odredene predmete, ali
je za svaki od njih potreban neki preduslov. Student treba da odredi kojim
redosledom da pohada i polaze ove predmete — u tome mu pomaZe PERT
dijagram.

Primena biotehnologija (A) | B
Opsta biotehnologija (B) C
Molekularna biologija (C) |H
Struktura DNK (D) C
D
E
C

Enzimi (E)

Tehnologija hrane (F)
Genetsko inZenjerstvo (G)
Humana bilogija (H) nista
PERT dijagram ovih zadataka bi izgledao ovako:
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Ako student Zeli da utvrdi redosled kojim treba da pristupi predmetima da bi
bili zadovoljeni preduslovi za svaki od njih, do toga moze doci sledeci algoritam
koji se naziva topolosko uredivanje. Ovaj algoritam koherentno oznaCava sve
¢vorove u bilo kom aciklicnom grafu s n ¢vorova, 1, 2, 3..., n, tako da ako je uv
jedan luk u grafu 1 i je redosled ¢vora u, a j redosled ¢vora v, onda je i < j, tj. ¢vor
u prethodi ¢voru v.

Algoritma topoloskog uredivanja. Ovaj algoritam dozvoljava da se dobije
koherentno oznaCavanje aciklicnog grafa G = (V, E). Na pocetku su svi
prethodnici ¢vora v sadrzani u skupu A(v).
pocetak
za v € V ponavljaj izracunaj A(v)
oznaka =0
sve dok postoje neoznaceni ¢vorovi v za koje je A(v) = & ponavljaj
pocetak
oznaka = oznaka + 1
u je jedan ¢vor za koji je A(u) = D
oznaci ¢vor u sa oznaka
za svaki neoznaceni ¢vor v € V ponavljaj A(v) = A(v) - {u}
kraj
kraj
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Rad algoritma se za acikli¢ni graf iz zadatka 6. odvija u slede¢im koracima:
Korak 0. (za v € V ponavljaj izracunaj A(v)): A(A) = {B}, A(B) = {C},
ACQ)={H}, AD)={C}, AE)={D, G}, AF)={E}, AG)={C},
AH) =9

Korak 1. Ulazak u petlju sve dok. Samo ¢vor H zadovoljava uslov
A(H) =9, pa ¢vor H dobija oznaku 1. Ovaj ¢vor se brise iz svih skupova
A(v): A(A) = {B}, AB) = {C}, A(C)=C, AD)={C}, A(E)={D, G},
A(F) ={E}, A(G) = {C}.

Korak 2. Drugi prolaz kroz petlju sve dok. Samo ¢vor C zadovoljava uslov
A(C) =, pa ¢vor C dobija oznaku 2. Ovaj ¢vor se briSe iz svih skupova
A(v), gde je v neoznaCeni cvor: A(A)={B}, AB) = &, AD)=4O,
AE)={D,G},A(F)={E}, A(G) = <.

Korak 3. Tre¢i prolaz kroz petlju sve dok. Vise ¢vorova zadovoljava uslov
A(v) = D, pa se moze izabrati bilo koji od njih, a svaki ¢e voditi ka drugom
koherenntnom redosledu. Izaberimo ¢vor B 1 dodelimo mu oznaku 3. Ovaj
¢vor se briSe iz svih skupova A(v), gde je v neoznaceni ¢vor: A(A) =,
AD)=,A(E)={D,G},AF)={E}, A(G) = 2.

Korak 4. Cetvrti prolaz kroz petlju sve dok. Vise &vorova zadovoljava uslov
A(v) = . Izaberimo ¢vor A i dodelimo mu oznaku 4. Ovaj ¢vor se brise iz
svih skupova A(v), gde je v neoznaceni ¢vor: A(D) =9, AE) = {D, G},
A(F)={E}, A(G)=4.

Korak 5. Peti prolaz kroz petlju sve dok. Izaberimo ¢vor D 1 dodelimo mu
oznaku 5. Ovaj ¢vor se briSe iz svih skupova A(v), gde je v neoznaceni ¢vor:
AE) = {G}, A(F) = (E}, A(G) = D.

Korak 6. Sesti prolaz kroz petlju sve dok. Izaberimo ¢vor G i1 dodelimo mu
oznaku 6. Ovaj ¢vor se briSe iz svih skupova A(v), gde je v neoznaceni ¢vor:
AE)=9,AF) ={E}.

Korak 7. Sedmi prolaz kroz petlju sve dok. Izaberimo ¢vor E i dodelimo mu
oznaku 7. Ovaj ¢vor se briSe iz svih skupova A(v), gde je v neoznaceni ¢vor:
A(F) =9.

Korak 8. Poslednji prolaz kroz petlju sve dok. Cvoru F dodeljena oznaka 8.

Rezultat: jedan koherentan redosled ¢vorova (kurseva koje treba slusati) je:
H,C,B,A,D,G,E, F.
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Zadatak 7. Data je matrica jednog acikli¢nog grafa:

alblc|d|elf
a F|F|F|T|F|F
b| T F|F|F|F|T
c FI|T|F|F|T|F
dF|F|F|F|F|T
e FIF|F|T|F|T
fIF|F|F|F|F|F

(a) Nacrtati usmereni graf;

(b) Primeniti algoritam topoloSkog uredivanja;

(c) Prepisati tablicu tako da kolone i vrste budu uredene u skladu s dobijenim
koherentnim uredivanjem.

b e

(b) Korak 0. Pocetni skupovi prethodnika svih ¢vorova su A(a) = {b}, A(b) = {c},
A(e) =9, A(d) = {a, e}, A(e) = {c}, A(f) = {b, d, e}.

Korak 1: Biramo ¢vor ¢ 1 dodeljujemo mu indeks 1, pa ga briSemo iz svih skupova
prethodnika: A(a) = {b}, A(b) = G, A(d) = {a, e}, A(e) =D, A(f) = {b, d, e}.
Korak 2: Biramo, recimo, ¢vor b 1 dodeljujemo mu indeks 2, pa ga briSemo iz svih
skupova prethodnika: A(a) = G, A(d) = {a, e}, A(e) =, A(f) = {d, e}.

Korak 3: Biramo, recimo, ¢vor a i dodeljujemo mu indeks 3, pa ga briSemo iz svih
skupova prethodnika: A(d) = {e}, A(e) =, A(f) = {d, e}.

Korak 4: Biramo ¢vor e 1 dodeljujemo mu indeks 4, pa ga briSemo iz svih skupova
prethodnika: A(d) = G, A(f) = {d}.

Korak 5: Biramo ¢vor d i dodeljujemo mu indeks 5, pa ga briSemo iz svih skupova
prethodnika: A(f) = &.

Korak 5: Na kraju je A(f) = & i ¢vor f dobija indeks 6.

Koherentno uredivanje ¢vorova je: c(1), b(2), a(3), e(4), d(5), f(6).

Nova tablica susedstva je:
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©

Zadatak 8. Data je tabela zadataka u kojoj je za svaki zadatak naznaCeno koji
zadaci treba prethodno da budu uredeni. Uredi ove zadatke koriste¢i algoritam
topoloskog uredivanja tako da se mogu redom obaviti.

A | 1seckaj luk I

B | operi salatu K
C | pripremi sos K
D | po¢ni przenje J

E | pomesa;j salatu B,C
F |iseci piletinu nista
G | izrendaj dumbir I

H | fino naseckaj kupus | I

I | mariniraj piletinu | F
J | zagrej vok A, G H K
K | pripremi pirinac nista
©

Usmereni grafovi se koriste za modeliranje raznih stvari, na primer, za
modeliranje avionskih letova. Na primer, ako neki avion ne moZe da sletii na neki
aerodrom, treba znati da li postoji neki drugi put kojim moze i¢i. Sli¢no, ako je
viSe puteva preseCeno u nekoj informati¢koj mrezi, neki korisnici mogu da budu
odseceni. S toga je potrebno znati da li u nekom grafu postoji put koji povezuje
bilo koja dva ¢vora u usmerenom grafu.

Ako je G = (A, L) digraf koji ima n ¢vorova 1 M je njegova matrica
susedstva, onda vrednost T u matrici ukazuje da postoji usmereni put duzine 1 u
grafu G. Na Sta ukazuje proizvod M - M? Vrednost T u ovoj matrici ¢e ukazivati na
postojanje puta duZine dva izmedu dva ¢vora. Kako se izraCunava matrica M - M?
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Vrednost m , ; u ovoj matrici se dobija kao disjunkcija konjunkcija odgovarajucih
vrednosti vrste { matrice M 1 kolone j iste matrice. Na primer, vrednost m , ,, za
graf iz sledeceg zadatka se izraCunavakaom ; ,, = (FAF) V(TAF) v (FAF) v
(FAF)=Fv Fv Fv F=F, Sto znaci da ne postoji put duzine 2 iz ¢vora a u ¢vor
a. Vrednost m , .4 se izraCunavakaom ; (s = (FAF) V(TAT)V(FAF) v (FA
F)=Fv Tv Fv F =T, Sto znaci da postoji put duzine 2 iz ¢vora a u ¢vor d
(preko ¢vora b).

Na sli¢an nacin je M° = M* - M, i ova matrica predstavlja sve puteve duZine 3
u polaznom grafu. Konaéno M* = M v M* v M° v ... v M" je matrica koja
predstavlja sve puteve u grafu proizvoljne duzine. Operacija disjunkcije na
matricama se obavlja tako Sto se obavi disjunkcija odgovarajuc¢ih elemenata u
matricama.

Zadatak 9. Odrediti koji sve putevi postoje u digrafu sa slike raCunanjem matrice
M*.

a e -

c i e d
M= |IF TFFI| M-M= |l T F F | |lF T FF | = |FFTT|
|l F T T | |l F T T I |l F T T | |FF T F|
|lF FFF I |l F T T I |l F T T | |F F F F
|l F T F | |l 7T T | |l F T T | |FFTF|
M=M> M= |FFTT I IF TFFI| = IFFTF|
IF F TFI IF F T T I |F F F F|
IF FFFI IF F T T I |F F F F|
IF F TFI IF F T T I |F F F F|
M=M>M= |FFTFI IF TFFI| = IFFFF|
IF FFFI IF F T T I |F F F F|
IF FFFI IF F T T I |F F F F|
IF FFF I IFF T T|I |F F F F|
M = |F T T T|
IF F T T|
|F F F F|
IF F T F|
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Iz ovoga se vidi da u grafu postoji samo jedan put duzine 3 — ab bd dc - a da
- . * .4 v v ye v
puteva duZine 4 nema. Takode se iz M vidi da se iz ¢vora b ne moZe do¢i u ¢vor a,
1z ¢vora ¢ se ne moZze sti¢i ni u jedan Cvor, dok se iz ¢vora d moze sti¢i samo u
¢vor c.

©

Kako bi se mogla izraCunati ova matrica?
Algoritam grube sile za racunanje svih puteva u grafu
pocetak
M je ulazna matrica grafa koji ima m ¢vorova
n=1
sve dok je u M,,; bar jedna vrednost # F (tj. V=T) ponavljaj
n=n+1 /* raCunaju se razni stepeni */
zasvei=1dom /* prolazi se kroz vrste matrice */
V=F
zasve j=1dom /*prolazi se kroz kolone matrice */
M,(@, ) =F
zasve k=1dom /* raCuna se se jedna vrednost u matrici M,
*/
M., j) = MG, j) v (M, G, k) A MK, j)
V=VvM,(ai,yj
kraj za sve /* j */
kraj za sve /* i */
kraj sve_dok
/* radunaj M */

zasvei=1dom /* prolazi se kroz vrste matrice */
zasvej=1dom /*prolazi se kroz kolone matrice */
MG, j)=F

za sve k = 1 do n-1/* rauna se za sve stepene M, */
M (i, j) = M (G, j) v My, J)
kraj

Ovo je suviSe neefikasan postupak. SreCom postoji algoritam koji Matricu M*
racuna na mnogo efikasniji nacin;
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Vorsalov algoritam: Ovaj algoritam racuna matricu dostupnosti W = M* nekog
digrafa G = (V, E) ¢ija je matrica susedstva M.

pocetak
W=M
zasvek=1dom /* stepeni matrice */
zasvei=1dom /*prolazi se kroz redove matrice */
zasve j=1dom /* prolazi se kroz kolone */
WG, j) = WG, j) v (WG, k) A Wik, j))
kraj

Objasnjenje algoritma;
U svakom prolazu kroz spoljnju petlju indeksiranu sa k algoritam racuna matricu
W, polazeci od koeficijenata matrice W, ;.
Da bi se izac¢unao red i matrice W,, treba da se izraCuna izraz;
WG, j) v (WG, k) A Wk, j))
za razne vrednosti j.
Ako je W(i, k) = F onda je W(i, k) A W(k, j)=F pa se ceo izraz svodi na vrednost
W(i, j). To znaci da red i matrice ostaje nepromenjen.
Ako je W(i, k) = T, onda se ceo izraz svodi na W(i, j) v (T A W(k, j)) = W(, j) v
W(k, j), U tom slucaju se raCunanje reda i svodi na disjunkciju redova i i k.
Kako se, dakle raCuna W, polaze¢i od W,_;.
1. Razmatra se kolona k£ matrice W,_;
2. Svaki red koji u toj koloni ima vrednost F se prepisuje u matricu W;;
3. Za svaki red koji u toj koloni ima vrednost T, red u matrici W,. se dobija
disjunkcijom tog reda i reda k.

Primer; Neka je dat graf sa slike:

2 3

" @
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Matrica susedstva ovog grafa je:
Wy= |F TFFF

|

| |

| |
|T F T F F |

Da bismo izracunali W,. u koraku 1 treba da uzmemo u razmatranje kolonu 1

matrice W,. U koraku 2 treba da prepiSemo redove 1, 2, 4 direktno u matricu W; jer
su odgovarajuce vrednosti u koloni 1 F:
W,= |F TFFF |

| F T F F |

| |

IF FFFF |

| |

U koraku 3 racunamo disjunkciju redova 3 1 1 matrice W, da bismo dobili red 3

F 3 g
o g g
F Ff 3
F 3 g
] g g

matrice W;:

W,= |[FTFFF
F FP TFF
T TF TF
F FPFFPFF

To isto ponavljamo i za red 5 (disjunkcija redova 5 1 1 matrice W,

W= |F TFFF
FFTEFTF
TTFTF
FFFFF
TTTTFTF

Sada se nastavlja sa raunanjem matrice W,. Postupa se na isti nacin. Posmatra se
kolona 2 matrice W,. Prepisuju se redovi 2 i 4, a redovi 1, 3 1 5 se dobijaju

disjunkcijomredova 112,312,512:
W= |F TTFF

|

| |

| |

| |
| |

Na sli¢an nacin se raCuna 1 Wj. Postupa se na isti naCin. Posmatra se kolona 3

matrice W,. Prepisuje se red 4, a redovi 1, 2, 31 5 se dobijaju disjunkcijom redova

tith redova 1 reda 3:
W;= |

TTTT
IT TTT
IT TTT
|IF FFF
IT TTT

H e
H e
<HmHH
g 3
F e e g

Frj e e e 1

Kako i1z ¢vora 4 ne izlazi ni jedan luk, natrica W, je identi¢na kao 1 matrica W;, a iz
istog razloga je 1 matrica Wsista, pa je ovo 1 kona¢na matrica M*. Naime, u koloni
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matrice W; je F samo u redu 4, pa se taj red prepisuje, a ostali redovi se dobijaju
disjunkciojom sa redom 4. Kako su u ovom redu sve vrednosti F, to znaci da ¢e svi
ostali redovi ostati nepromenjenti, tj. W; = W, = Ws.

E
E
T |
F o

(a) IzraCunati matrice MZ, Ms, i M , 1 na osnovu toga odrediti Sta bi bila matrica

M

(b) Koriste¢i VorSalov dijagram izraCunati matrice W;, W, W; 1 W,, 1 na
osnovu toga odrediti Sta bi bila matrica
M*;
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